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Resume 

Soient V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (O.p) de corps residuel parfait k. 
On se donne X un V-schema formel separe et lisse, Z un diviseur a croisements normaux strict de X, ^ := X \ Z 
I'ouvert correspondant, X, Z, Y les fibres speciales respectives, T un diviseur de X, M{Z) la log-structure sur X 
definie par Z, X* := (X,M(Z)) le log-V-schema formel lisse induit et m : X* ^ X le morphisme structural. Soit £ un 
log-isocristal sur X* surconvergent le long de T, i.e., un r)Q-module a gauche coherent localement projectif 

et de type fini sur OxCT)q. Nous verifions d'abord que le complexe uj^{E) est reduit a un terme et que ;(7-^(£) 
est un D^(^r)Q-module holonome (via une extension de la notion d'holonomie sans structure de Frobenius et avec 
un diviseur). Nous prouvons ensuite que le complexe de de Rham logarithmique de £ est isomorphe au complexe de 
de Rham de ux^^{E). En notant £(^Z) I'isocristal sur Y\T surconvergent le long de Z U T induit par £, on dispose 
d'un morphisme canonique pg : M7-,+ (£) — » £(^Z). Nous etablissons que lorsque £ est en fait un isocristal sur X 
surconvergent le long de T, pg est un isomorphisme. 
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Introduction 

Solent V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques (0,p), d'ideal maximal m et de corps 
residuel parfait k. Shiho dans IIShi02l 3.1.8] et Tsuzuki dans IITsu02l 1.3.1] ont enonce la conjecture suivante, que Ton 
peut nommer la « conjecture de monodromie generiquement finie » (terminologie de Shiho et Tsuzuki) ou « conjecture 
de reduction semi-stable » (terminologie de Kedlaya |Ked03 1) : 

Conjecture (*). Soient Y une variete lisse sur k (i.e., un k-schema lisse separe de type fini) et E un F-isocristal 
surconvergent sur Y. II existe alors : 

1. un morphisme propre, surjectif, generiquement etale g :Y\-^ Y , 
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2. une immersion ouverte j\ : Yi ^ Xi dans une variete projective lisse telle que D\ :~Xi\Y\ soit un diviseur d 
croisements normaux strict de X\, 

3. un log-isocristal convergent Gi sur (Xi, Mi) (oil Mi est la log structure associee a (Xi, Di)) sur SpfV, 
tels que y'|(Gi) — > g*E, avec y'|(Gi) signifiant I'isocristal surconvergent surYi induit par Gi. 

Cette conjecture est etabli dans les deux cas particuliers suivants : 

• Tsuzuki a obtenu dans BTsu02|| un theoreme de monodromie generiquement finie et etale pour les F-isocristaux 
surconvergents unites. Ce theoreme est identique a la conjecture ci-dessous a la difference pres que les pentes nulles par 
Frobenius permettent d'eviter les structures logarithmiques (i.e., on peut supposer que Gi est un isocristal convergent 
surXi). 

• Lorsque Y est une courbe, Kedlaya (voir IIKed03l 1.1]) a prouve cette conjecture. D'apres Kedlaya, le cas des 
surfaces devrait se deduire de ses travaux IIKedal . IKedbl . BKedci . 

Voici quelques consequences de ces deux cas oil la conjecture (*) est validee : nous avions prouve, grace au premier 
cas, la surholonomie (et done I'holonomie) des F-isocristaux surconvergents unites sur les varietes lisses (voir [Car04| 
et iCarOSbJ). En utilisant le second cas, nous avions aussi obtenu I'holonomie des F-isocristaux surconvergents sur les 
courbes lisses (voir IICar06bl 4]). 

Les travaux de Kedlaya portent a croire que la conjecture (*) est exacte. De plus, il est raisonnable de penser que 
cette conjecture implique, de fa9on analogue au cas des courbes ou a celui des F-isocristaux surconvergents unites, 
la surholonomie des F-isocristaux surconvergents sur les varietes hsses. Ce resultat constituerait une reciproque au 
devissage en F-isocristaux surconvergents des F-complexes surholonomes (voir |Car06al ou [Ca r06cll ). 

Dans cet article, nous nous interessons a F holonomie des F-isocristaux surconvergents provenant de log-isocristaux 
convergents, ce qui fournit une premiere etape pour valider I'holonomie et la surholonomie des F-isocristaux surcon- 
vergents sur les varietes lisses. Precisons a present les differentes sections de ce travail. 

Soient X un V-schema formel separe et lisse, Z un diviseur a croisements normaux strict de X, y := X \ Z I'ouvert 
correspondant, X, Z, Y les fibres speciales respectives, M{Z) la log-structure sur X definie par Z, X* :— (X,M(Z)) le 
log- V-schema formel lisse induit, T un diviseur de X et m : X* X le morphisme structural. On designe par 2)^#(^r)Q 
le faisceau des operateurs differentiels de niveau fini sur X* a singularites surconvergentes le long de T . Soit £ un log 
isocristal sur X* surconvergent le long de T, i.e., un 'D^(j(^r)Q-module coherent, localement projectif et de type fini 
surOxCr)Q (voir 14:20b . 

Dans les deux premieres parties, nous donnons quelques complements sur les log-D-modules arithmetiques qui 
etendent au cas logarithmique plusieurs proprietes deja connues dans le cas non logarithmique. Nous etudierons no- 
tamment les suites de Spencer logarithmiques. Nous prouvons dans la troisieme partie un isomorphisme d'associativite 
de produits tensoriels melangeant D-modules arithmetiques et log D-modules arithmetiques (voir l3.1.Tl l. 

Notons (M^# et co^ les faisceaux des formes differentielles de degre maximal sur respectivement X et X*. On verifie 
que Ox(Z)q :— 'KomQ^ ^ {(x)x.Q,(iix* q)' '^^ indices Q signifient que Ton applique — (g)zQ, est munid'une structure 
canonique de D^#(^r)Q-module a gauche et on pose £(Z) := £ (3o^ ^ Ox{Z)q. Nous etudierons dans la quatrieme 
partie les log isocristaux sur X* surconvergents le long de T. Nous obtiendrons en particulier, grace aux resultats 
sur les suites exactes de Spencer du deuxieme chapitre, que le morphisme canonique D^(^r)Q ^^^^ £(2.) 

^3e(^^)Q ^d"^ Ct)q ^(^) ™ isomorphisme (voir l4.22Tt . 

Dans une cinquieme partie, nous definissons les foncteurs duaux, images directes et images directes extraordi- 
naires par u en nous inspirant du cas non-logarithmique. Grace a I'isomorphisme ci-dessus (14.22. Il l, on verifie I'iso- 
morphisme canonique : Mr_+(£) — > 'D'^(''T)q (X)^t (17-)^ £(2^); oil ut.+ designe I'image directe par u a singularites 

surconvergentes le long de T. En particulier, ut.+ {£,) est reduit a un terme. On en deduira alors que ut,+ {£) est un 
D^(^r)Q-module holonome (via une extension de la notion d'holonomie sans structure de Frobenius). Lorsque T est 
vide et £ est muni d'une structure de Frobenius, cela signifie que m+(£) est holonome au sens de Berthelot. 

Nous prouvons dans une derniere partie que le complexe de de Rham logarithmique de £ est isomorphe au com- 
plexe de de Rham de ut^+{E). En notant £(^Z) I'isocristal sur Y\T surconvergent le long de ZU T induit par £, on 
dispose d'un morphisme canonique p£ : ut,+ {£-) £(^-Z). Nous etablissons que si £ est en fait un isocristal sur X 
surconvergent le long de T (e.g., le coefficient constant OxCT)q) alors p£ est un isomorphisme. La preuve utilise 
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I'isomorphisme d'associativite du troisieme chapitre qui ne fonctionne plus si I'isocristal surconvergent est seulement 
un log isocristal surconvergent. Moyennant quelques hypotheses sur les exposants le long des composantes irreduc- 
tibles de Z, on peut cependant conjecturer que p£ est un isomorphisme. Nous nous attaquerons a cette conjecture dans 
un prochain travail. Notons enfin que le fait que pg soit un isomorphisme implique que £(^Z) est un D^(^r)Q-module 
holonome et que le complexe de de Rham logarithmique de £ est isomorphe au complexe de de Rham de £(^Z). 
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Conventions et notations 

Nous conserverons les hypotheses concernant V, m, k. De plus, soit X un V-schema formel separe et lisse. Un sous- 
V-schema formel ferme Z de X est un diviseur si son ideal structural est localement principal. De maniere analogue 
a lldJ96l 2.4], on dit que Z est un diviseur a croisements normaux strict s'il existe des diviseurs Zi, . . . ,Ze de X tels 
que Z = U,=i^...^eZ; (en tant que sous-V-schemas formels fermes), pour tout sous-ensemble non-vide / C {1, . . . ,e} le 
sous-V-schema formel n,g/Z, soit un V-schema formel Usse dont la fibre speciale est de codimension #/ dans celle 
de X. Dans tout cet article, fixons Z un diviseur a croisements normaux strict de X. Pour tout point x de X, il existe 
un ouvert il de X le contenant et muni des coordonnees locales f i , . . . , telles que Z n il = V (f i ■ • • f avec s < e (le 
nombre s minimal que Ton peut obtenir correspond au nombre de composantes irreductibles de Z contenant x). On 
remarque alors que le sous-monoide O^tf ■ ■ - tf C On est independant du choix de telles f i , . . . , f j et ne depend que 
de Z. Comme les limites projectives de monoides sont bien definies, il en resulte alors par recollement (voir |Gro60! 
3.3]) un faisceau de monoides sur X note M{Z) et une injection canonique M(Z) ^ Ox- Notons ^ :— X\Z I'ouvert 
correspondant, X* le log V-schema formel lisse egal a (X,M(Z)). De plus, soient d — dimX, § — SpfV et, pour tout 
entier / > 0, Si := Spec V/m'+', X; := X x § Si, X* x s Si, Zi := Z x § Si, Yi := y x s Si. On remai-que que la log 

structure de Xf correspond a celle definie par Y. Nakkajima et A. Shiho dans ONSI 8.7-8.8]. 

Lorsque Ton ne voudra pas distinguer le cas formel du cas algebrique, on ecrira X (resp. X*, Y, Z) a la place de 
X ou Xi (resp. X* ou X*, resp. ^ ou Yi, resp. Z ou Z,). On designe par j : Y C X I'inclusion canonique. On remarque 
que si fi , . . . ,fj sont des coordonnees locales de X telles que Z = V{ti ■ ■ -1^) etX* ~X*\ y(r,+ i ■ ■ - tii) alors ti,... ,tii 
fournissent des coordonnees locales logarithmiques sur X* (i.e., {dlog{ti),. . . ,dlog{tij)} est une base de Cette 

situation est toujours possible au voisinage de tout point de X*. 

Convention : Par la suite, les coordonnees locales logarithmiques f i , . . . , f^/ G M(Z) de X* seront toujours supposees 
construites de la fa9on precedente. En particulier, fi, . . . e M(Z) sont aussi des coordonnees locales de X. 

Sauf mention explicite du contraire, tous les modules seront des modules a gauche et m > sera un entier fixe. Si 
£ est un faisceau abelien sur un espace topologique, £q designera le faisceau £ (^z Q et £ le complete de £ pour la 
topologie /?-adique. 

Soit A un faisceau d'anneaux sur X. Si * est I'un des symboles 0, +, — , ou b, on note D* (A) la categorie derivee 
des complexes de ^l-modules (a gauche) verifiant les conditions correspondantes d'annulation des faisceaux de co- 
homologie. Lorsque Ton souhaitera preciser entre droite et gauche, on ecrira D*{'A) ouD*{A ). Conformement aux 
notations et definitions de IISGA6I 5.2], on designera par D^^i^iA) (resp. £>parf(-^)) la sous-categorie pleine de D{A) 
dont les objets sont les complexes a cohomologie coherente et bornee (resp. les complexes parfaits). 

Le symbole k designe le multi-indice (^i , . . . , kd) £ N'' et |^| = A:i H h kj. Par convention, si xi, . . . ,Xd sont des 

elements de I'ideal structural d'une m-PD-algebre, on notera x- := Xj' • • •x^j', ^^-^("0 := x\ ■ ■ -x^ oil x'^ 
est la puissance divisee partielle de niveau m d'ordre ki de I'elementx, (voir ||Ber96bl 1.3]). 

Si D, D' sont deux anneaux, nous dirons que E est un (Z),Z)')-bimodule (resp. bimodule a gauche, resp. bimodule 
a droite) si E est muni de deux structures compatibles de D -module a gauche (resp. a gauche, resp. a droite) et D'- 
module a droite (resp. a gauche, resp. a droite). Si D = D' , nous dirons simplement D-bimodules (resp. bimodules a 
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gauche, resp. a droite). 

Si (|) : yi S est un homomorphisme de faisceaux d'anneaux, pour tout yi-module M (resp. CB-module 3^), on 
notera (|)^(M) ;= IKo«jyi(!B, M) (resp. (|)*(INf) designe IN' vu comme yi-module). La convention est de travailler dans 
les categories derivees mais les foncteurs de la forme (|)' que nous utiliseront seront exacts. 



1 Log- D -modules arithmetiques 

Notations 1.1. Comme aucune confusion n'est possible, nous omettrons toujours d'indiquer la base S (munie de 
la structure logarithmique triviale). Notons ainsi (au lieu de '^x*/s(m)^ voisinage a puissances divisees de 

niveau m et d'ordre n de (voir 0MonO2| 2.2] pour le cas algebrique mais pour le cas formel cela se definit de 
fa9on identique). En dualisant celui-ci via sa structure gauche de O^-algebre, on obtient le faisceau des opemteurs 
dijferentiels de niveau m et d'ordre n sur X* et note 23^''^. En prenant I'union sur les entiers n, on obtient \e faisceau 

des operateurs dijferentiels de niveau m et d'ordre fini sur et note (voir OMon02l 2.3]). 

Si f 1 , . . . , f^/ sont des coordonnees locales logarithmiques de X* (voir ci-dessus les conventions adoptees a ce sujet) 
alors, en notant T; = 1 eg) f; — f,- 1 et T,# — j^Xi, par IMon02l 2.2.1] (et de meme pour les log-V-schemas formels), 

la famille x^-^''"' (resp. pour \k\ < n forme une base de J'^j^,) (resp. J'J*^^,)) sur Ox. En dualisant, on obtient 

une base canonique de D^'^ (resp. D^^J) sur Ox que Ton notera (resp. *'"'). Lorsque k est de la forme 

k— (0, . . . ,0,A:,0, . . . ,0), oil A; est a la /-ieme place, nous noterons 3; (resp. d^^ '"'') a la place de (resp. 
^i>(m)-j Rappelons que d'apres ||Mon02| Lemme 2.3.4], pour tout k e N'', on dispose alors de la formule : 

7=1 

ce qui justifie nos notations. Lorsque qu'il n'y aura aucune ambiguite sur le niveau m, nous ecrirons simplement 3^-^ 
et a^->. On calcule la relation : = t}d<!^>{= rf' • ■■t'^'d<^>). 

Dans la section IIMon02l 2.6], Montagnon definit les m-PD-stratifications logarithmiques et montre qu'une struc- 
ture de D^#' -module a gauche prolongeant une structure de Ox -module est equivalente a celle d'une m-PD-stratification. 
Nous allons maintenant etendre cette notion de m-PD-stratification en remplagant le faisceau Ox par un faisceau de 
Ox-algebres comme suit. 

Definition 1.2. De maniere analogue a llBer96bl 2.3], une Ox-algebre commutative !Bx est dite munie d'une structure 
de D^'^' -module a gauche compatible a sa structure de Ox-algebre si : 

1. La structure de Ox-algebre est egale a la structure de Ox-module sous-jacente a la structure de D^'^' -module. 

2. Les isomorphismes : ®0x "^x ~^ 23x ®0x '^x#{m) '^^ m-PD-stratification correspondante sont des 
isomorphismes de [P^^^^^-algebres. 

Remarques 1.3. De maniere analogue a MBer96bl 2.3.4.1], en coordonnees locales, lorsque la condition 11.2111 est 
verifiee, la condition |1.2|2| equivaut a la verification de la formule de Leibnitz 

V/, 8 e Sx, Vk e W',d<^>{fg) = {l}df-^^{f)d^^^{8), (1.3.1) 

h<k ^ ' 

oil, pour eviter les confusions, on designe par ^~^{fg) Taction comme D^^^-module de sur fg etc. 

Exemple 1.4. Soient T un diviseur de Xq et r un multiple de Berthelot a construit dans BBer96bl 4.2.3] un 

faisceau de Ox-algebres commutatives note !Bx(r, r), muni d'une structure compatible de ©^"'-module a gauche. 
La m-PD-stratification associee induit alors par extension via 5'x(,„) ^ '^'x*{m) m-PD-stratification logarithmique 
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relativement a X^. On obtient ainsi une structure canonique de 2)^"' -module a gauche sur 'Bx{T,r) compatible a sa 
structure de Ox-algebre. 

1.5. Fixons pour toute la suite d'une part Hx une Ox-algebre commutative munie d'une structure de D^'-module a 
gauche compatible a sa structure de Ox-algebre et d'autre part une Sx-algebre commutative munie d'une structure 

compatible de D^^' -module a gauche telle que "Bx 23^ soit 'D^#'-lineaire. 

La construction qui suit (i.e., de D^^J) reprend (de fa9on plus concise) celle du cas non logarithmique (voir MCar05al 
1.1]). Le lecteur avide de details pourra s'y reporter 

On notera par la suite J'^*^^^,^ le faisceau de T^^^^^^j-algebres Sx '^x*{m) ^^^^ convention, vu sa position a 
droite, rappelons que Ton choisit la structure gauche de Ox-algebre de pour calculer Sx '^x*(m)^' 

morphisme canonique (Jq : Sx "Bx ^Ox '^'x*{m) '^^^^^ 1^ faisceau T'^s^j^jj d'une structure de CBx-algebre que Ton 
appellera structure gauche. De plus, le morphisme de Sx-algebres 

d'l : -Bx 5'^#(,„) ®0x 'Bx ^ 'Bz ^Ox J'x#(m) 



E, 



induit une deuxieme structure de Sx-algebre sur f^tt^^-^ que Ton appellera structure droite. 

Pour tout couple d'entiers positifs, n et n', le faisceau J'^*^^^^^ (^Ox '^x*(m) P^ssede trois structures de Ox-algebres. 
La structure de Ox-algebre de ^P^t^^j ®0x ■^x'#(m) provenant de la structure gauche de sera appelee structure 

gauche, celle provenant de la structure "produit tensoriel" sera denommee structure du centre et enfin celle decoulant 
de la structure droite de J"'*, , sera dite structure droite. 

Soit le faisceau '^"x*(„,y POur calculer le produit tensoriel, on utilise la structure droite de et 

la structure gauche de T"'., , . On munit y'j,, .^'Rv'^'tu, de maniere analogue a J"'*, > (8)0v J'"'*, de structures 

° Z''(m) X'(m) >^ X'{m) ° X^(m) X''(m) 

gauche, du centre et droite de Sx-algebre. On designe par d^'" , d'l" , c^'" les homomorphismes Sx '^x*{m) 
T^^^^j munissant ■^x*(;n) structure de Bx-algebre a gauche, du centi-e, a droite. 

On introduit les homomorphismes de "Bx-algebres suivants 

~ / ~ / ~ ~ , 

^(m) • '^X*(m) ^ '^X*im) ' 

qo" " : > 5^#(,„) > ^x*(m) ®'^x ^X*(m)' 

~n,n' . mji+n' Tnn' Tpn ^ mi' 

^1 ■ ■^X*(m) ■^X*im) ' ■^X»{m) ^'^X ■^X#(m)' 



oil 5"^^ : ^ ®0x („,-) designe I'homomorphisme construit par Montagnon dans IIMon02l 2.3.2.A] 

(dans le cas algebrique, mais la construction formelle est identique). 

1.6. On notera 'Dj^"'^^ := ^om-Bx ('^o*-^x*(m)''^''^'' '^^^^ Sx-lineaire pour la structure gauche de J'^*^,,,^ Pour n' > n, 
les surjections ■^x*(m) fournissent des injections 'Dj^"''^^ ^ '^x*^!'' munit le faisceau T)''^} := [Jnen^^x* n 

d'une structure d'anneau grace aux accouplements x T^^^^ — > ^x*\i+n' 'l^fiiiis comme suit : si P G '^x*n' 

P' e B^'^'^^,, alors P ■ P' est I'homomorphisme compose 

^ n^f.) ^ 23x. (1.6.1) 

Cette loi de composition est bien associative. 
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En procedant de maniere analogue a ||Ber96bl 2.3.5], on munit le faisceau ®0x ^x*' '^'^^ structure de Bx- 
algebre en definissant le produit P" := P ■ P' de P e ?{omo;f (TJ#(^^jjj,23x) et de P' £ J^omo;^ (5'^'#^,^j,'Bx) comme le 
compose 

^ ®0x 5'x#(„,) ^ 5'x*(m) ®0x 'Bx ^ «>0x 5'x#(m) ^ '^^ ®0x '^X ^ "Bx, 

ou jU est la multiplication canonique de Sx. 

Comme pour ICarOSai 1.1.13], on verifie que I'isomorphisme 'Bx-lineaire canonique !Bx (S)ox ^x*' — * '^x*' 
un isomorphisme de "Bx-algebres. Enfin, si fi , . . . ,td, sont des coordonnees logarithmiques locales, avec les notations 

de II . II si aucune confusion n'est a craindre, on notera encore (resp. I'element de (resp. D^^'J) 

a la place de 1 ® (resp. 1 09^"^*'"'). 

Definition 1.7. Soit £ un Sx-module. Une m-PD-stratification (ou PD- stratification de niveau m) e sur £ relativement 
a {X*/S, Sx) (ou relativement a Sx si aucune confusion n'est a craindre) est la donnee d'une famille compatible 
d'isomorphismes CPJ#^^^-lineaires 

ou les produits tensoriels sont respectivement pris pour les structures droite et gauche de "^^n^^y ces isomorphismes 
etant astreints aux conditions suivantes : 

1. eo = We ; 

2. La condition de cocycle est vaUdee, i.e., pour tous n, n', le diagramme 

5'x#(™) 0.3. £ — '^^^^ — - — - £ n;(„,) 

est commutatif. 

Proposition 1.8. Pour tout H'^-module £, il y a equivalence entre les donnees suivantes : 

a) Une structure de ®^ ®0x '^^^J -module a gauche sur £ prolongeant sa structure canonique de H'^-module ; 

b) Une m-PD-stratification e'^ = (^'n) £ relative a Ti'^. 

Notons alors (z^'^ ) la m-PD-stratification relative a CBx de B^. Les donnees a) et b) sont equivalentes a la 
suivante : 

c) Une m-PD-stratification = (e^ ) sur £ relative a Sx dont les isomorphismes 8^ sont semi-lineaires par 
rapport aux isomorphismes eif ^ ; 

De plus, un homomorphisme H'^-lineaire £ — > 3" entre deux 'B^ ®0x "^^^J -modules a gauche est 'B'^ ®0x "^^x*' 
lineaire si et seulement s 'il commute aux isomorphismes et ( resp. ejf et e'^ ). Le morphisme sera dit horizontal. 
Enfin, en coordonnees locales, pour toute section x de £, on a laformule : 

L (1-8.1) 

\k\<n 

Demonstration. Identique a celle de 0CarO5al 1.1.16]. □ 
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Exemple 1.9. On munit Hx de la m-PD-stratification triviale, i.e., les isomorphismes de la w-PD-stratification sont les 
identites de T" 



^#^^^y La structure canonique de l3^'j' induite sur est alors decrite de la fagon suivante : si P G 2)^7 

p 



et G 23x, Faction de P sur b est I'image de b via le morphisme compose : Hx — > •^x*(;n) — * '^-''^ ^'"^ ^''^'^ P^'^ 
exemple par 23x-linearite via |1.8.1| l. On obtient ainsi, pour tout b G Hx, la formule analogue a ||Ber96bl 2.2.4.(i)] : 
d'l{b) — L|<r|<n@#~^(^))l#~^ ou, pour eviter les confusions, on designe par (Z?) Taction comme ©^"■'-module de 



8#-'^ sur b (et non la multiplication via la structure droite de 23x-algebre de U en resulte la formule analogue a 

IIBer96bl 2.2.4.(iv)] ou IIBer96bl 2.3.5.1] : 



('") 



h<k ^ ' 



(1.9.1) 



De maniere analogue a QBerOOl 1.1.3] (ou MCar05al \!122\), on definit les m-PD-costratifications relativement a 



Definition 1.10. Soit M un 'Bx-module. Une m-PD-costratification sur M. relativement a {X*/S, Hx) (ou si aucune 
ambiguite n'est a craindre) est la donnee d'une famille compatible d' isomorphismes T^^,^ ,-lineaires 



:Kom^,{dir;^,^^^, M) ^ %om^,{dl?l,^^yM), 



ceux-ci verifiant les conditions suivantes : 

1. ?^=Wm; 

2. Pour tous n, n', le diagramme 



"{in) 




(1.10.1) 



est commutatif. 

Proposition 1.11. Pour tout Ti'^-module JA, il y a equivalence entre les donnees suivantes : 

a) Une structure de 23^ ^Ox 'D^^^ -module a droite sur M prolongeant sa structure de H'^-module ; 

b) Une m-PD-costratification (e^) relativement a Hx sur M telle que les isomorphismes soient semi-lineaires 

par rapport a (ejf ^ ) ^ ' ; 

c) Une m-PD-costratification (e',^) relativement a 'B'x surJA. 

Un homomorphisme "B'^-lineaire M — > 3Nf entre deux 23^ <8ox T>^^J -modules a droite est 23^ <S^o^ D^^J -lineaire si 
et seulement s 'il commute aux isomorphismes 8^ et ( resp. e'^^ et e',^ )■ 

Demonstration. Identique a celle de 0CarO5al 1.1.23]. 



□ 

Proposition 1.12. Soient £, 3^ deux 'D'^^I^ -modules a gauche, M, K deux -modules a droite. La structure de 

"Bx-module de ^om-BxO^,^) (resp. £02x3^> resp. 'Kom'Bx{£-,'3^)) -^e prolonge en une structure canonique de D^^J - 
module a gauche. La structure de "Bx-module de M^s^- £ (resp. J{om3^(£,M)) se prolonge en une structure cano- 
nique de D^^J -module a droite. 
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Demonstration. Cela se verifie comme dans le cas non logarithmique ( BCarOSal 1.1.18 et 1.1.24]). Pour memoire, via 
pour / = 0, 1 les identifications 



' ' X*.{m) ' 



J{om3;,(£,5')®3;,t/,"5'^# 



'Komy„ (£ ® 3;, dl , , J ® 3;, flf," TJ# 

X*.{m) ' 



0{omB^(y^,M) ®T.x dl'S'"^, ^ 'Kom^,, (Jfoms;, K^TJ* , Jfoms;, K^l^J* f„,,M)), 



' ' X*,(m) ' 



on obtient les m-PD-stratifications cherchees en posant e^®-'^ := 



x\^i*-^X*,(m) 



,M)), 



(1.12.1) 
(1.12.2) 
(1.12.3) 
(1.12.4) 
(1.12.5) 



X*.(m) X*.(in) 



X*,(m) X*.{m) 



Oiomp, 



X*.{ir. 



□ 



Remarques 1.13. Avec les notations de ll. 121 contrairement au cas non logarithmique, le calcul de F inverse de £^ a 
partir de la formule tautologique dit du developpement de Tavlor [L8.1l n'est pas aise. En particulier, la formule de 
IIBer96bl 2.3.2.31 : 

(e„)-'(;c®l)= £(-l)l%{^}®8<^>:c, (1.13.1) 

k<n 

est (en general) fausse si on remplace respectivement « T^-^ » par « x^-^ » et « 3^-^ » par « 3# ~^ ». En effet, la formule 
||Mon02| Lemme 2.3.4] implique que I'egalite 8<^>3<^> (^k+h."^ ^<k+ii> (^^jj. ||Ber96bl 2.2.4.(iii)]) devient fausse 

avec des dieses (mais elle devient vraie dans grDy#' : voir 12.31 lb . Ainsi, les analogues logarithmiques des formules 



IIBer96bl 2.3.3.2], OBerOOl 1.1.7.1-3] decrivant Taction de d^- sur JCom.B^{e,3'), J{oms^(£,M), 3<om^^{Ji,M) 
sont faux (i.e., il ne suffit pas d'ajouter des dieses). Neanmoins on dispose des formules 11.23. U ri.23.2| et 11.23. 31 
ci-dessous (cette derniere nous servira pour obtenir le lemme [3^ 5. 3 1 du theoreme |3.1| l. 

Remarques 1.14. Soient Cx (resp. 6^) une S^-algebre commutative munie d'une structure compatible de 23^^- 
module a gauche telle que ®x Cx (resp. ®x ^ C^) ©^"'-hneaire. La structure produit tensoriel de -module 
a gauche sur la 'Bx-algebre Cx '^•Bj C'x est compatible. On beneficie de plus des morphismes d'algebres I)j^#'-lineaires 
Gx Cx G'x et G'x Gx ®t.x G'x- 

Lemme 1.15. Soient £, 7, 9 des T)^^^ -modules a gauche et M un d'^^} -module a droite. Les isomorphismes cano- 
niques de commutation et d'associativite 



8,(g>qix (^®3xS), 

M(E)'Bx {3'<E>'Bx9), 



£ ®-Bx ^ - 



(1.15.1) 
(1.15.2) 
(1.15.3) 



sont 'D^J -line aires. 

Demonstration. On verifie que les morphismes sont horizontaux. □ 

Proposition 1.16. Soient £, J deux D^^l^ -modules a gauche, £' un <8ox d'^^J -module a gauche, M un 'D'^J -module 
a droite et M' un 



T) "!' -module a droite. 



X ^Ox ^x* 
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La structure canonique (voir \1.12\ de Ti^J -module d gauche sur 53^ ®'3^ £ se prolonge en une structure de 
H'j^ (^-Bx D^^J -module a gauche. De plus, les isomorphismes canoniques 

(S^(»Sx£)«)s^£' ^ S^Sx^'' (1.16.1) 
Jfoms;, (£,£') ^ J{om23^(S^0s^ £,£'), (1.16.2) 
S^®3;f3fom3;, (£,?■) ^ J{om3^(S^®s^£,S^0s^ J) (1.16.3) 

sont D^^l^ -lineaires (etdonc %'^®0x -lineaire pour le dernier). Par transport de structure, on munit ainsi E-^-Bj £' 
et "Kom-Bx (£) £') d'une structure canonique de 'B'^ ®0x 'O''^} -module a gauche. 

De meme, on dispose d'une structure canonique H'^ ®0x D^^J -module a gauche ( resp. a droite) sur "Kom^x (^j 
(resp. M®3jf £', JA' ^^x £> 'KomBxi^i'^')} ainsi que des isomorphismes canoniques analogues T>^^J -lineaires. 

Jm) 



Demonstration. Concernant le prolongement en une structure de ^-Bx -module, on verifie que les m-PD- 

(co)stratifications relatives a Tix sont semi-lineaires par rapport a (e„ "^^ (voir [LSjet frni l. La ©^^"'-linearite decoule 
tautologiquement des constructions respectives des m-PD-(co)stratifications relatives a Hx- 



□ 

Lemme 1.17. Soient M, deux T)^^ -modules a droite. Le morphisme d'evaluation 

ev : M (^Bx "KoniBx (M, Ji)^!^ 

est "Di"!) -lineaire. 

Demonstration. Analogue a celle de ll. 151 □ 

Lemme 1.18. Soient £, 3^, S trois D^^J -modules a gauche et M, 3\f deux D^^J -modules a droite. Les morphismes 
canoniques : 

e(g)Bx yiom-Bx S) ^ "Kom-zx £ ^S;^ S) , £ ® S;, "Kom-Hx (M, ^ "KomBx (M, N ^jj^ £) , (1.18.1) 
£ ®Bx Viom^x (S', M) ^ 'Komzx (5',M ^oj^ £), M ®Tix ^om^x (S', £) ^ ^om-Sx {3', M (8)'Bx £) (1.18.2) 

sont D^^^J-lineaires. 

Demonstration. Cela s'etablit en verifiant leur commutation aux m-PD-(co)stratifications. □ 

Lemme 1.19. Soient M un D^^J -module a droite, M un D^^J -bimodule, £ un D^^J -module a gauche. On dispose d'un 
isomorphisme canonique de T>^^J -modules a droite : 

(Mr^Bx^) £ ^ M«)s^ C^^^im) £), (1.19.1) 

X* X* 

(M «)-(,„) J<)®Bx £ ^ M®-(,„) {l^^Bx £)■ (1.19.2) 

X* X* 

L'isomorphisme U .19.1\ reste valable lorsque M est un D^^} -module a gauche. 

Demonstration. On se contente par analogic de verifier [1. 19. II Dans un premier temps, etablissons que I'isomor- 
phisme canonique 

e : (Mcg)s;,I)5')®~(,„)£^M<8)s^£ 

X* 

est un isomorphisme de ©^•'-modules a droite. Soient x, y, P des sections locales de respectivement M, £, II 
suffit de prouver la relation Q{{{x®l)®y) -P) — {x®y)-P. L'homomorphisme de D^^"' -modules a gauche £ 
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envoyant 1 sur y induit Thomomorphisme de D^' -modules a droite (|) : M T>^^J M (^-Bx Or, on verifie par 

un calcul que I'image par (|) de Faction de P pour la structure gauche de D^^' -modules a droite sur (x® 1) est egale a 

0(((x(E) 1) ® y) • f ). D'un autre cote, on obtient par D^^'-linearite de (|) que cette image est {x^y) P. 
II s'ensuit le cas general via les isomorphismes : 

^x* "x* "x* "x* 

□ 

Notations 1.20. Notons S;^* := CBx ®0x K)x*' •= '^x\Y, fy"' := (g)Oj, D^"' et Sf := ®Qy cOf. Le faisceau 

est muni d'une structure canonique de 2)^"' -module a droite. En effet, Montagnon Fa deja etabH pour co^^* de la 

maniere suivante : on verifie via les formules MBer96bl 2.3.3.1] et IBerOOl 1.2.3] que (H-j^it est un sous-D^']^ -module a 

droite de j^COf. On en deduit alors une structure de -module a droite sur CO;^* (voir ll.l6] i. 

Soit 5 : COy D^^^ (Oy ®0y '^y"^ Fisomorphisme de transposition (voir IIBerOOl 1.3.3]). Par un calcul en 
coordonnees locales (voir la formule MBerOOl 1.3.1.1]), on obtient de plus les factorisations : 



II decoule de IIBerOOl 1.3.3] que ces deux factorisations sont aussi les uniques involutions echangeant les deux struc- 
tures de T) -modules a droite respectives et verifiant, pour toute section x de (O j ou (O j# , x (g) 1 1— > x (g) 1 (cela implique 
en particulier que ce sont bien des isomorphismes). 

Si ti,... ,td sont des coordonnees locales logarithmiques de X*, en identifiant (Ox et Ox (a a G Ox correspond 
adti A • • • hdtii), Fisomorphisme 5 induit une fleche : 2)^'^' 2)^#', envoyant un operateur differentiel P de Dj^*^ sur 
son adjoint 'P (voir IIBerOOl 1.2.2]). Pour tous P,Q de 'D'-^J, \P Q)='Q- 'P, \'P) = P et la structure gauche (resp. 

droite) de ©^'-module a droite (via F identification de (Ox et Ox) sur (Ox ^Ox '^x* donnee par la multiplication a 
gauche par F adjoint (resp. par la multiplication a droite). 

De meme, en identifiant (O^* et Ox (viaa^^^l^^^^^ <-> a e Ox), Fisomorphisme 5# induit une fleche : ^ 
P^P. Pour le differencier de F adjoint, P sera appele adjoint logarithmique de P. On calcule que P = t\ - ■ - td-^P ■ 
(on remarque que ce dernier element appartient bien a 2)^^'). 

Pour tout P = Zkbk3^-'' e ©J;' 

avec bk G Tix, on definit plus generalement les adjoints et adjoints logarithmiques 



de P en posant 'f := J^k%-^bk et P := f i • • • • 'P ■ - ^ 



■■'rf 



I. 21. Soient £ (resp. M) un ©j^^' -module a gauche (resp. a droite). Si fi , . . . ,frf sont des coordonnees locales loga- 
rithmiques de X*, dans I'expression S^* 'S)'Bx sn identifiant S^* et 'Bx (ah E Tix correspond b ^'^'^^..!^^''' ). Faction 
a droite de f e D^™' sur e e £ est P.e. En effet, par "Bx-hnearite, il suffit de le verifier pour P € via |1.16.ll 

Sx# ^'Sx £ ®x* ®0x £■ utihse ensuite Fisomorphisme canonique ((O^* ®0x l^x*'-' "^d'"' ^ ^x* ^Ox ^ de 

_ X* 

II. 19.11 On obtient la description analogue pour (Ox (i^Sx £ ^n echangeant P par 'P. 

En utilisant la formule [BerOO. 1.1.7.3], on calcule que Fisomorphisme canonique J{omo_^((0x,(0x) — ^ Ox est 
2)^"'-lineaire (et done D^^-hneaire). Pour obtenir Fisomorphisme analogue avec des dieses, on utilise les inclu- 
sions J{oOTO;f ((Ox#,(Ox#) ^ j^,'Komoy{^OY,<S)Y) et Ox ^ j*OY- Puis, on calcule que cela induit la D^^-linearite de 
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!Komoj^{<£i^it,K)x*) — > Ox- P ar il. 16.31 il en decoule que I'isomorphisme canonique 'Koni'Sxi^^x* I'^x*) — * "^x est 
2)^'-lineaire. 

P ar il. 171 risomorphisme canonique co^^* (E)t,x 'Jiom-Bxi^x*^^) — * D^'-lineaire. De plus, via 1 1.1 81 on 

dispose de I'isomorphisme canonique D^^-'-lineaire : JCom-Bx {f>^x*'^x* ^) — ^ O-Com-Sx i^x*'^x*) £ — ^ ^■ 
On beneficie des isomorphismes similaires en rempla^ant St^tt par Sx. H en derive que les foncteurs — (8)3^ et 
©x* ~ (resp. — iS>'Bx ^x^ et cOx ^) induisent des equivalences quasi-inverses enti-e la categorie des dJ:'- 
modules a gauche et celle des D^^' -modules a droite. 

On en deduit que, dans M®Sx ''^x*' ^'^ identifiant comme precedemment (Ox* et ®x Taction a gauche de f £ D^^J 
sur m G M est egale h m - P. On obtient une description analogue pour M (Si-Bx ^x' en rempla9ant P par 'P. Ces 
structures sont appeles structures « tordues ». 

Leirnne 1.22. Les foncteurs quasi-inverses — ^S;^ (0^#' et a)jf# CSsx ~ — '^x' ®cBx ~) de \1.21\ sont 

exacts et induisent des equivalences entre la categorie des D -modules ( resp. cohe rents, resp. plats, resp. localement 

projectifs de type fini) a gauche et celle des 'D''^^ -modules (resp. coherents, resp. plats, resp. localement projectifs de 
type fini) a droite. 

Demonstration. L' exactitude est triviale. En ce qui concerne la coherence et la projectivite locale de type fini, il suffit 
d'utiliser les descriptions de |1.21| sur les structures tordues (et de se rappeler que les fleches qui associent a un operateur 
differentiel son adjoint ou adjoint logarithmique sont des isomorphismes). Enfin, pour la platitude, cela decoule, pour 
tous I);f#-module a gauche £ et Djy#-module a droite M, de I'isomorphisme canonique (voir BVirOOl 1.2.2]) 

M £ ^ {(£>x# ®0x £) ®0x «x#)' 

de meme en rempla9ant « (Ox* » par « cox ». 

□ 

Proposition 1.23. Soient £, 3^ deux D^^J -modules a gauche et M un "D^^J -module a droite. Si ti,...,td sont des 
coordonnees locales logarithmiques de X^, pour tout k G N'^, pour toutes sections e G £, / G 3^, m £ M, Za structure 
canonique d e d'^^I^ - modules a gauche (resp. a droite) sur £ ^-Bx (resp. M0Sx ^) caracterisee par la formule 
\1.23.1\ (resp. \1.23J\ ou \T?23.3^ ci-dessous : 

- L (1.23.1) 

h<k ^ ' 

(m(g)e)d^-^ = <^^^-^e, (1.23.2) 

h<k 

(m®.)'8,<^> = {f\m%^-^>®d^^>e. (1.23.3) 
h<k ^ ^ 

Demonstration. La preuve de l 1.23.11 est analogue a l|Ber96bl 2.3.3.1]. On en deduit [T723. 21 et [L23.3l par passage de 
gauche a droite (i.e., via les equivalences de categories de ll.20l i et via ll. 15.21 □ 

Nous aurons besoin de la proposition suivante pour obtenir l6^ qui nous permettra de prouver l631 

Proposition 1.24. Soient £ un D^^^J -module a gauche, £ ^Sx '^^x* '^x*^ ^"Sx £ les faisceaux obtenus en calcu- 
lant le produit tensoriel via la structure gauche et respectivement droite de Ttx-algebre de D^^J . II existe un unique 
isomorphisme de T)^^} -bimodules : 

tel que, pour toute section e t/e £, yg (1 e 
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Demonstration. La preuve est analogue a celle de HBerOOl 1.3.1 et 1.3.2] : dans un premier temps, on suppose Hx = 
Ox- L'homomorphisme yg est defini de maniere unique via la formule J^iPi^e) :— P{e (g) 1 ), oil P G D^^' et e G £. 
Verifions a present la 'Dj^'^''-linearite a droite. II suffit d'etablir, pour tout k e N'', y£((l 'X)e)'3^-^) = (e® 1)'3^"^(= 

Par fLllJl 

h<k h<k 
nn nntp n^l^'^ \e nnntipnt de la Hivisinn pnrlirlipnnp de h: nar n'^ et «® I ■— z??'''^' • • ■n^^'^^ 



Pour tout h G N , on note le quotient de la division euclidienne de /i, par et q^-' ! := ! • • -^^ !. Grace a 
llBi?96i2.2.4.(ii)et(iv)],oncalcule: (-l)|/^l'a^^>=a<^>£^ = lK^ (f) = Ik/,?'-"-' ! {f} (f)^ 



<!> 



D'ou : 



Yg((i «.)'a^^>) ^ ^(-i)i^i,(i-i)! {1} {1} (f) a^^>(8;^^-^>.0 1) 

/i<^/</7 



h<kL<hj<i 




Pour conclure, il suffit alors d'etablir la formule 



I {!} (t) - (-l)l^l2'^-^'!{^} (f) . (1.24.1) 

j<i<h<k 

A cette fin, procedons comme suit. Lorsque £ est egal a D^#' (pour eviter les confusions, on le note toujours £), la 
verification de la proposition est plus aisee car il suffit de faire un calcul local (via la formule MBerOOl 1.3.1.1]) pour 
constater que le morphisme de IBerOOl 1.3.1] se factorise de la maniere suivante : 



£0o,d(;)c -;;(£|F®o,2)('"'). 

Cette factorisation envoie bien 1 (g) e sur e 1 et correspond done (par unicite) au morphisme que Ton a defini en 
debut de preuve. En reprenant les calculs deja faits, comme D^*' est un Ox-module libre, on obtient alors la formule 
1 1 .24. ll recherchee. 

II reste a verifier que yg est un isomorphisme. II suffit pour cela de construire de maniere analogue 1' unique 
morphisme de D^^j'-bimodules £ D^^J D^^J (8)o^ £ qui envoie, pour toute section e de £, e 1 sur 1 ® e. 
Traitons a present le cas oil ®x est quelconque. On construit I'isomorphisme yg de la fagon suivante : 



2)^7 ®3x £ ^ C^x* ®0x Bx) ®Sx £ ^ ■^x* ®0x £ £ ^Ox '^x* ^ ^ '^x* 



□ 



Proposition 1.25. Soient M un D^^J -module a droite, M ® ^3^' lefaisceau obtenu en calculant le produit tensoriel 
via la structure gauche de Hx-algebre de D^^'. II existe une unique involution de D^^J -bimodules a droite 5m: 
M ^■Bx "^^x* — ^ ®'Rx "^x* ^changeant les deux structures de D^^^ -modules a droite et telle que, pour toute 
section m de M, 5jvt {ni 1 ) —m®\. 
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Demonstration. La preuve est analogue a celle de ll.24l ou on remplace IIBerOOl 1.3.1] par BBerOOl 1.3.3]. □ 

1.26. De maniere analogue a MBer96bl 2.3.5], on beneficie des formules caracterisant la structure d'anneau de Hx <^$0x 

Ti^^'J : {b ® P) = b(»P pom tousbe-Bx etPeV^^'J et 

(i®a,<^>)(^®i) = i:{i|^'-"-'^®^'-'- (1-26-1) 

h<k 

On munit le faisceau D^' 00^, "Bx d'une structure d'anneau via Fisomorphisme de transposition • "^x* '^'^x 
Bx B^'^' . Pour tous beBxetPe f^*' , on obtient les formules : {P (g) b) = P (E) b et 

(l®/7)Ca<^>®l) = £ (1.26.2) 
h<k ^ ' 

Le morphisme canonique Bx ®'Bx ^^#^ ~^ '^x "^Sx '^x* aussi un homomorphisme d'anneaux (cela se voit par 

exemple via la formule ri.26.11 ). Si £' est un 2)^' -module, on verifie (par exemple via les formules II. 23. II et II. 26. lb 
que I'homomorphisme canonique 

B'x £' ^ {B'x D^"') (1.26.3) 

X* 

est un isomorphisme de 23^ (8)o_^. D^'^j' -modules a gauche. 

Si M est un D^"' 00^^ !Bx-module a droite, on etablit (par exemple via les formules ll. 23. 3l et l 1.26.21 ) que I'homo- 
morphisme canonique 

M®s^ B'^ ^ M®^(,„)^^^^^ ®0x 53^), (1-26.4) 
est un isomorphisme de D^^'J 23^ -modules a droite. 

2 Coherence et resolutions de Spencer 

2.1. Soit Bx une Oj^-algebre commutative munie d'une structure de 2)^'^' -module a gauche compatible a sa structure 
de Ox-algebre. Pour tout / > 0, on pose Bxj ~ Bx/vn'^^Bx- De plus, sauf mention exphcite du contraire, on supposera 
qu'il existe une base d'ouverts affines S de X telle que 

(a) Pour tout [/ G !B, I'anneau r(t/. Bx) est noetherien ; 

(b') Pour tous f/,y e «B tels que V CU, I'homomorphisme r(f/, Sx) ^ ^(y,Bx) est plat. 

(b) Pour tout / > 0, Bxj est un Ox, -module quasi-coherent et I'homomorphisme Bx ^ liin53x; est un isomorphisme. 

On remarque que la condition [b] implique {b'). D'apres fBerOSF, 3.1 et 3.3], on dispose alors de theoremes de type A 
et B pour les faisceaux d'anneaux Bx- Avec ces hypotheses supplementaires, nous conservons les notations du chapitre 

m 

Exemple 2.2. Soient T un diviseur de Xq et r un multiple de On dispose par 1 1.41 du faisceau de Oje-algebre 

233e(7^j'") muni d'une structure canonique de ©|^# -module a gauche compatible a sa structure de O^-algebre. Son com- 
plete p-adique Bx{T,r) est aussi muni d'une structure compatible de D^'^' -module a gauche (on le voit par exemple 
en s'assurant que la formule de Leibnitz [1 . 3 . 1 I reste valable). Le faisceau Bx{T,r) satisfait toutes les conditions de |2.1| 
(voir ||Ber96bl 4.3.2]). Enfin, on pose = Bx{T ,p'"+'^). 

Proposition 2.3. Soit Cx une Ox-olgebre commutative munie d'une structure de "D^^^J -module a gauche compatible a 
sa structure de Ox-algebre. 
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1. L'anneau gmdue (associe a la filtration par I'ordre) grl)^"' est un anneau commutatif. Si X* est muni de 
coordonnees logarithmiques, la relation 3# = ^ ^ 3# devient exacte dans grD^^"'. 

2. Six* est muni de coordonnees logarithmiques, le faisceau Cx ®0x ^-^^ engendre comme G x'Cilg^bre par 

les operateurs d^^' ott \ < i < d, Q < j < m, ces derniers commutant deux d deux. 

3. Pour tout ouvert ajfine U <ZX, I 'homomorphisme canonique 

r(f/,ex)®r(£/,0;,)r(f/,D5;:') ^r(f/, 6x00x2^5') (2-3.1) 

est un isomorphisme. 

4. Si Cx satisfait la condition (a) de \2.1\ alors, pour tout ouvert ajfine t/ € 58, l'anneau r(X*,'D^^') (resp. 'D^^^ 
pour tout X G X*) est noetherien a droite et a gauche. 

5. Si Cx satisfait les conditions (a) et [b') de \2.1\ alors le faisceau d'anneaux est coherent a droite et a gauche. 

Demonstration. Lorsque Cx — Ox, cela correspond a IIMon02l Propositions 2.3.1-2]. Autrement, on procede de ma- 
niere identique a IIBer96bl 2.2.5], MBer96bl 2.3.6] et IIBer96bl 3.1.2]. □ 

Definition 2.4. Soit M un D^'-module. Une bonne filtration de M est une famille croissante exhaustive (Mr)rGN de 
sous-Sx-modules coherents de M telle que : 

1. Pour tous r,s&n, • C M,-+.v ; 

2. II existe un entier ri G N tel que pour tout entier r > ri, on ait : 

Lorsque la condition|2]l n'est pas validee, la famille (M, )reN definit seulement \mt filtration. 

Exemple 2.5. On verifie par un calcul analogue a ||Car06al 2.2.4] que la famille (D^"'^.) est une bonne filtration de 



D^"' verifiant la condition |2.4|2| pour tout entier r\ >/?'" — !. 



Proposition 2.6. Un D^^] -module globalement de presentation finie admet une bonne filtration. 

Demonstration. Analogue a ||Car06al 2.2.5]. □ 

Tlieoreme 2.7 (Theoreme B). On suppose X* affine et soit M un d''^^ -module globalement de presentation finie. 
Alors, pour tout entier i ^ 0, //'(X*,M) = 0. 

Demonstration. Cela resulte de l2.6l et du fait que, pour tout entier / ^ 0, le foncteur H'{X*, — ) commute aux limites 
inductives filtrantes et du theoreme de type B pour les !Bx-modules coherents. □ 



Tlieoreme 2.8 (Theoreme A). Lorsque X* est affine, les foncteurs M ^ r(X*,M) et M ^ Ti^^J ®r(x* i)'"'')'^ 



blissent des equivalences quasi-inverses entre la categoric des D -modules globalement de presentation finie et celle 



des T(X*, D^^J)-modules de typefini. 
Demonstration. 11 s'agit de calquer MCar06al 2.2.7]. □ 

Tlieoreme 2.9. Soit M un "D^^J -module. Alors M est coherent si et seulement s'il admet localement de bonnes filtra- 
tions. 

Demonstration. Similaire a IICar06al 2.2.8]. □ 

Remarques 2.10. 1 . Dans le cas oil X*est un log-schema, les assertions 12. 6112. 7112. SI restent valables en rempla9ant 
I'hypothese « globalement de presentation finie » par « coherent ». 
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2. Ce chapitre reste valable en rempla9ant les modules (a gauche) par des modules a droite. 

Nous nous restreignons dans la suite de cette section au niveau car les enonces analogues ne sont plus valables 
pour un niveau m quelconque, e.g., les suites de Spencer ne sont plus exactes. 

Proposition 2.11. Notons T^* : — {Q}^^Y lefaisceau tangent deX* et7^» — Hx ®0x '^x*- ^lexiste un homomorphisme 
canonique Ty* — > D^^j induisant un isomorphisme §(T;f-#) > grD^j. 

Demonstration. Le cas oil X* est un log-schema et 'Bx = Ox a ete verifie par Montagnon dans MMon02l 5.1.1]. Le cas 
general se traite de la meme fa^on. □ 



Proposition 2.12. Supposons X irreductible et X* muni de coordonnees locales logarithmiques ty^. . . ,tci E M{Z). 
hisr, 

{Oi, . . . ,C?f/} est Gr'i)^^^ -reguliere. On dispose de plus de I'egalite : 



En notant a le morphisme canonique 2)^'' — > Gr©^'', on pose O,- CJ(3#() (on rappelle que D^j C 23^' j. La suite 



a(Df (a#i , . . . , = GrDf (ai , . . . , o^). (2.12. 1) 

Demonstration. La premiere assertion decoule du fait que GrD^' est une algebre de polynome en les a(3i), . . . ,<7(3^;) 
et que fi,...,?^ est une suite reguliere de Ox. On verifie alors Fegalite 12.12. II par un calcul identique a IICM99I 
4.1.2]. □ 

Definition 2.13. Soit £ un B^j -module a gauche muni d'une filtration £ = UignEv (voir l2.4l ). De maniere analogue a 
IIKas95l 1.6], on definit un homomorphisme D^^-lineaire 

e : 1)52 ®Tix ®23x £.v-l ^ ^x* A'^'Tx* 03;, £, 

en posant, pour ; = 1 , . . . , r, f G 2)^# , 5,- G 7x*^ ^ ^ ^^-i • 

r 



(5i A • • • A5r) «)e) = ^(-1)'"'P5,- ® (5i A • • • A5,- A • • • A5,) ® e 



!=1 

r 

-Y,{~iy'^P(E>{?>iA---A5iA---A8r)(g>?>ie 

(=1 

+ E (-l)'+^'-P(8)([5;,5j] A5i A---A5,'A---A5;-A---A5,)(8)e. (2.13.1) 

l<i<j<r 

On verifie par un calcul que Ton obtient le complexe 

©Ji A'%* ^ ■ • • ^ /\%* ®sx e.v-1 ^ ^x* ®23x £.v ^ £ ^ (2.13.2) 

que Ton ecrira Sp' ^ (q> (£) et que Ton appellera « premiere suite de Spencer de degre i de £ ». 

Lorsque £ est !Bx-coherent, on le munit de la filtration constante et Sp\ (£) indique la premiere suite de Spencer 



Da 
X* 



associee. 



Remarques 2.14. Avec les notations de l2.13l on pose M := (£)x* ®3x £ ■= ®x* ^s- definit un homomor- 
phisme de I 
diagramme 



phisme de D^j -modules a droite Mj_i ®3_^ ^'^'^x* '^x* ^ ^' ''^^* "^^^ '^x* commutativite du 



(Ox* (Dji ®-Zx A''7x* ®Tix £.-i) «x* i'^x* A''"' V £.0 (2.14.1) 
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ou les isomorphismes D^j-lineaires verticaux se deduisent par fonctorialite de I'isomorphisme de transposition 5# : 
c3x* ®®x '^x* ^x* ®®x (voir ll.25T l. On obtient alors le complexe 

^ M,-d V 1^55 • • • ^ M,_i ®3x a'?x# ®Sx ^ ^.v ®3x ^ M ^ 0. (2.14.2) 

En le notant Sp* ^ (q) (^)^ on dispose par construction de I'isomorphisme CO;^* ^-Bx Sp* ^ (£) — > Sp* „ (M). 

Theoreme 2.15. Avec les notations de \2.13\ supposons de plus que la filtration de £ soit bonne. Alors, pour s suffi- 
samment grand, Sp' ^ (£) est exacte. En particulier, si £ est Hx-coherent, le complexe Sp\ (£) est acyclique. 

Demonstration. De maniere analogue au debut de la preuve de ||Kas95l 1.6.1] (on utilise pour cela l2.3ll1 pour verifier 
que Ton obtient un complexe de Koszul), on etablit par recurrence sur s > 1' exactitude de la suite : 

^ D^i ^ • • • ^ A' V ®sx ^iVi ^ ^xl, ^ 5?i - 0. (2.15. 1) 

On conclut alors de maniere analogue a la fin de la preuve de 0Kas95l 1.6.1]. □ 

2.16. En appliquant ®si(o) — a |2. 13.21 on obtient : 

^ ^s-d ^ • ■ ■ A 5f A%, £,_i ^ 003;, £.v ^ 5f ®^,o) £ ^ 0. (2.16.1) 

X* 

Theoreme 2.17. Soit £ un D^^l-module a gauche coherent qui soit coherent et plat sur Tix- Le complexe de \2.16.l\ 
pour £, D^' ®^(o) Sp'^^Q^ (£), est acyclique. 

X* ^x* 

Demonstration. 11 suffit de verifier 1' exactitude de la suite : 

^ ■D^"' A''Tx# £ • • • ®sx a'5x# ®Sx £ I^x" £■ (2.17.1) 

Comme £ est plat sur "Bx, on obtient la filtration de l2.17.l] suivante pour n e N : 

^ ®23x A^'V ®23x £ ^ • • • ^ ®23x a'T;,* £ ^ ^x.l ®Sx £■ (2-17.2) 

D'apres la preuve de I1CM991 4.1.3], lorsque £ est egal a "Bx, le gradue de la filtration |2 . 1 7 . 21 donne une suite exacte. 
De plus, on verifie par un calcul immediat que le gradue de la filtration [2.17.2l est canoniquement isomorphe au gradue 
de la filtration |2 . 1 7 . 21 lorsque £ est egal a ®x tensorise par £ au-dessus de "Bx- Comme £ est plat sur "Bx, ce gradue 
est done une suite exacte. D'oil I'exactitude de |2.17.1] 

□ 

CoroUaire 2.18. Soit £ un D^^} -module a gauche coherent qui soit coherent et plat sur Bx- L'homomorphisme cano- 
nique 

£ ^ ® ~(o) £ (2.18.1) 

X* 

est alors un isomorphisme. 

Demonstration. Cela decoule de l2.15l et l2.17l □ 

2.19. Lorsque X = X, toutes les definitions et tous les resultats de cette section s'etendent en rempla9ant D^] (resp. 

Df) par "D^tt Q :— Bx ®0x ^x* q (resp. D^e.Q 23_^ ®0x -^^x.q)- obtient en particulier la proposition ci-apres. 

Proposition 2.20. Soit £ un D^n ^-module a gauche coherent qui soit coherent et plat sur S^.q. L'homomorphisme 
canonique 

£^53e,Q®i, . £ (2.20.1) 

est alors un isomorphisme. 
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3 Un isomorphisme d'associativite 

Nous conservons les notations et hypotheses du chapitre[T] Nous prouvons dans cette section I'isomorphisme 
d' « associativite » l3.1.1l puis par passage de gauche a droite celui de l3.6l (on remarque que 1' appellation « associativite » 
est plus adequate pour l3.6b . L' isomorphisme U. 1 . 1 1 se generalise pour donner lT.7.11 ce qui permettra d'etablir [5.17l 

Theoreme 3.1. Soient £* un D^^^^^ -module a gauche et M un T)''^^^ -module d droite. On dispose du morphisme de T>^^J- 
modules d droite : M (Si-Bx ^* ~^ JV[(E)'Bx (2-'^'' 'X>~(m) £*), envoyant, pour mG3V[eteGE^,m'^e sur m®{\®e).Le 

morphisme D^^^^ -lineaire induit par extension : 

(M0s^ £*) ^ M®s^ (D^""' £*) (3.1.1) 

X* X* 

est un isomorphisme de D^^f' -modules a droite. 

Demonstration. On pourra comparer avec la preuve de ICMNM05 1 A.l]. Le fait que la fleche [TTTT] soit un iso- 
morphisme est local. Supposons done X* muni de coordonnees locales logarithmiques fi,...,?^/ et conservons les 
notations de ll. II II s'agit de prouver que, pour tout 2)^"^ -module a droite 3Nf, pour tout morphisme D^'-lineaire a : 
M ^-Bx ^ il existe un unique morphisme de D^^-modules a droite P : M ®'Bx i'^x"^ ^^l'") £*) ~^ ^ rendant 
commutatif le diagramme 



Traitons d' abord I'unicite de p. Pour cela, on prouve par recurrence sur que, pour tous m £ M, e £ £*, f G I'xa'' 
a determine de fa9on unique I'element p(m (^{P^e)). Lorsque = 0, on a forcement p(m eg) e)) = a{mb ® e), 
pour b G ®x- Par linearite, on peut supposer P de la forme d^-'^. La formule suivante que doit verifier p (car P est 
©^"'-lineaire et on utilise llCarOSal 1.1.24.1]) 

P (m ® (a<^> e) ) = ( - 1 ) 1^1 ( p (m ® ( 1 e) )d<^-> - L ( " ^ ) { t } P i'nd^-'-" «> i^^-" ® ) ) 

\ h<k J 

nous permet de conclure la recurrence. 

Etablissons a present I'existence de p. Par recurrence sur A^, on construit un morphisme de groupes va? : M x x 
£* — > 3\f induisant v^^i de la maniere suivante : pour tous m E M, e g £*, b S "Bx, on pose vo{m,b,e) :— a{mb®e). 
En supposant defini v^, pour tout k e W' tel que |^| < + 1, pour tous m G M, e G £*, G 23x, on pose 



X* 



vn+\ 



(m,a<->,e) := (-1)1^1 (^vw(m,l,e)a<^>- X:^(-l)l^l {|} vw(m8<^-^>,8<->,e) j ■ (3.1.2) 



Puis, pour tout P = Y.rprd- G fxjv+i S ^a:, on definit 

VN+\{m,P,e) -.^Y^VN+iimbj^^df^-^ ,e). (3.1.3) 

r 

Si f G 'Dx"jV' ^'^ remarque que y^y+i {ni,P,e) = Vfj{m,P,e). De plus, on verifie que I'application v^^i est un morphisme 

de groupes. Les morphismes vn induisent alors le morphisme de groupes v : M x D^"-* x £* ^ 3\f. Nous aurons besoin 
des lemmes ci-apres. 

Lemme 3.2. Pour tous be'Bx,Pe m G M, e G £*, 

v{m,P,e)b ~ v{mb,P,e) — v{m,bP,e). (3.2.1) 
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Demonstration. L'egalite de droite de l3.2.1l resulte de l3.1.3l Par additivite, pour verifier celle de gauche, on en deduit 
qu'il suffitd'etablirquee:= v(m,3'^-'^,e)/7 — v(m/7,3^-^,e) est nul. On procede par recurrence surA^:= |^|. Onobtient 
par 'Bx-linearite de a : v{m, l,e)b — v{mb, l,e). Supposons a present la formule vraie pour A^— 1. Par 13.1.21 puis par 
hypothese de recurrence, on calcule : 



y (m, 1 , e)a<^>/7 - ^ (- 1 ) { f } v(ma<^-^> , d<^> , - (- 1 ) l^'e + ^ (- 1 ) 1^1 { f } y(m8<^-^>Z7, 3<^> , e) . (3.2.2) 

i<k i<k 

D'un autre cote, d'apres IIBer96bl 2.3.5.1], on dispose de la formule : d'^-^b = Y.h<k ~^(^)^^~^- D'oii : 

v{m,l,e)d<^>b = £ {j,}v{md<^-'^>{b),l,e)d<^> 
li<k 

h<kL<!l J ^-J 

L<h<k 

= ^ (- 1 ) lil 1 7 1 v(m3<^"^>/7, 3<^> , e) . (a nouveau via 0Ber96bl 2.3.5.1]) 

i<k ^'^ 

(3.2.3) 

En comparant l3.2.2l et l3.2.3l on obtient e = 0. □ 

Lemme 3.3. Pour tous b^%x,P^ 5^"'' '« e M, e e £*, 

v{m,P,be) ^v{m,Pb,e). (3.3.1) 

Demonstration. Grace a la relation [3.2.1l on se ramene au cas oil P est de la forme 8*^-^, avec k e W' . 11 s'agit d'etablir 
que e := v{m,d'^-'^ ,be) — v{m,d^-^ b^e) est nul. On procede par recurrence sur :— \k\. Lorsque = 0, c'est evident. 

Avec IICar05al 1.1.24] et IIBer96bl 2.3.5.1], on calcule dans M^s^, 5^"'' (on prend par defaut la structure gauche de 

©^"'-module a droite) : 

{mb ® 1 )3<^> = E (- 1 ) '-' I i I mbd<'^-'^> ® 3<-^ , (3.3.2) 
h<k 

(m ® ^)8<^> = £(- 1)1^1 If }ma<^-^>®8<^>/7= £ (-l)W{|}{|}ma<^-^>8<^-^>(/7)«)a<^>. (3.3.3) 

r<k L^k^^^L 

Comme mb 01 =m®bsi que D^'' est un !Bx -module (pour la structure gauche ou droite) Ubre de base les 8^-^ avec 
n parcourant W^, il decoule de l3.3.2l et l3.3.3l la relation dans M x D^"' : 

£((-1)1^1 {|}m/,a<-"^>,a<->)= E (3.3.4) 

h<k L^k^^^L 

Par successivement [3T!2l hypothese de recurrence, MBer96bl 2.3.5.1] et l3.2|[33r4l puis [3.1.2l on verifie les egalites : 
y(m,l,ae)8<^> = £(-1)1^1 } v(m8<-"^>,a^-^,H 

r<k 

= (_l)lile+ £(-l)lil {l}v{md<^-^>,d<'^b,e) 

r<k 

= i-ipe+ £ (-1)1^1 {f}{|}v(ma<^-^>a<^-^>(fe),a<->,e) 

r<k,s<r 

= (-1)1%+ £ (-1)1^1 If } v(m/,a<^-^>,8<^>,.) 
h<k ^ ^ 

= (-l)l^le + y(mfo,l,e)a<^> = {-lpe + v{m,l,ae)d<^> . 
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D'oue = 0. □ 
Lemme 3.4. Pour tous P G T)^^\ m G M, e G £*, k G N'', laformule suivante est validee : 

vim,P,e)d<^> = |i|K"^r--->,r->i',^). (3.4.1) 

h<k ^ ^ 

Demonstration. Comme P s'ecrit sous la forme 1^3^-^ ^r, oil br G 'Bx, par additivite et l3.3.1l on se ramene au cas 
ou P — 3^-^. Prouvons le lemme par recurrence sur := \r\. Pour N = 0, cela decoule de l3.1.2l Supposons I'egalite 
validee pour A^, prouvons-le pour + 1 . 

Par hypothese de recurrence, on verifie les egalites ci-dessous : 

. y(m,l,e)a<^>a<-^ =(-l)l-lv(m,a<^>,e)8<-> + ^(-1)1^1 {|} v(ma<^-^>,8<-^,e)8<^>, 

=(-i)i^iv(m,r^>,.)r^>+^^(-i)i^i+i^i|l}(^i^){|}v<mr^-^>r^-^>,r^+^>,.), 

h<ks<r 

(3.4.2) 

. v(m,l,.)r^>r^> =(^|^)v(m,l,.)a<^+^> = (-1)1^1 (^t^) {^j4v(m3<^+^-^>,r^>,^). (3.4.3) 

D'un autre cote, on calcule de meme {m®\ )d^-^d^-^ G M (^■z^ 2)^'' (on prend par defaut la structure gauche de 
D^' -module a droite) des deux differentes fa9ons : 

s<r_ h<ks<r 

(3.4.4) 

.(m®l)a<^>r->=(^+^)(m®l)a<^+^>= £ (-1)1^1 (^+^){^+^}ma<^+^-^>®a<^>. (3.4.5) 
II resulte de [3A4l et l3A5] regalite dans M x D^"^ : 



(3.4.6) 



On deduit de [3A6l et [3A3] la formule : 

v(m,i,e)r^>r-> = E E(-i)'-'^''' (3.4.?) 

h<ks<r 

II resulte de[3A2let|3A2l 

(-l)Wy(m,8<^>,e)8<^> = (-1)'-' E ("I)'"' It} (3.4.8) 

La formule [3.4.1l est done verifiee pour P = 3^-^. □ 
Lemme 3.5. Pour tous P* G V^^J, P G m G M, e G £*, 

v{m,P,P^e) = v{m,PP^,e). (3.5.1) 

Demonstration. Dans un premier temps, supposons P = 1, i.e., verifions I'egalite v{m, l,P*e) — v{m,P^ ,e). Par recur- 
rence sur etablissons d'abord la formule : v(m, 1,8^-^e) = v(m,8^-'*,e). 
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En multipliant dans regalite[3AT]par f{^' . . . t^j' et grace a l3.2.1l on obtient (avec P — I) : 

v(m, l,e)'8#-> = X! {1} ~^'^#"^'^)- (3.5.2) 



h<k 



Or, par -linearite de a, il decoule de ll. 23. 31 : 



{a{m®e))%^^ = ^ |||a(m'3^^-^>S5a#<^>e). (3.5.3) 

Par hypothese de recurrence, pour tout /;< ^, v(m'3^- ~^ .e) =v{md^- = a(m'3^- ~^®3^~^e). 

En comparant |3.5.2| et |3.5.3l on en conclut que v{m,^-^ ,e) — <x{m®^-^ e) = v(m, 

Enfin, si P* est de la forme par linearite de a, ce que Ton vient d'etablir, puis l3.2.n on 

obtient : v(m, l,f*e) = T,kv{mbk,l,d^-^e) = Lkv{mbk,d^-^ ,e) = v(;7i,P*,e). 

Traitons a present le cas general. Par l3.2.ll il suffit de verifier |3. 5 . 1 1 lorsque P est de la forme 3^-^, avec k G . 
Effectuons alors une recurrence sur I'entier :— \k\. Pour = 0, il s'agit de ce que Ton vient de prouver Supposons 
le lemme vrai pour et supposons |^| < 1. D'apres [3.1.2l : 

v<m,r-^fM = (-l)'-' 1^-1)1^1 {|}v(mr---^ 0.5.4) 

De plus, il derive de l3.4.1l la formule ; 

v(m,r^>P#,.) = (-1)1^1 fv(m,i'*,.)r^> -l^i-lp {i}vimd<'--^>,d<^>P\e)] . (3.5.5) 

V !l<k ) 

Via l3.5.4ll3.5.5l et par hypotheses de recurrence, on etablit v(m,3^-^.P*e) = v(m,3'^-'^P*,e). □ 

Concluons maintenant la preuve du theoreme. II derive de l3.2.1l et l3.5l que le morphisme v induit un morphisme de 
■Bx-modules P : M®s^ (Tif^ «)-(„,, £*) N. Enfin, il resulte des formules [3AT] et de aCar05al 1.1.24.1] que P est 

■D^"'-lineaire. □ 



Theoreme 3.6. Soient £ un D^^ -module a gauche et ? un -module d gauche. On dispose du morphisme de 
-modules a gauche £* (gJcBx ~* (^x"^ 



d''"^^ -modules a gauche £* (gJcBx ~^ (^x""* ®'Bx envoyant e^f sur {\ ® e) ® f oiX e G £*, / G 3^. Le 



x# 

morphisme T>^^^^ -lineaire induit par extension : 

D^"' (£* ^ (D^"' £*) ? (3.6. 1) 

X* X* 

est un isomorphisme de D^^^^ -modules a gauche. 

Demonstration. On procede de fa9on analogue a |3.1| □ 

Remarques 3.7. Soient £* un D^',)'' -module a gauche, J' un D^'-'-module a gauche (resp. un D^^-bimodule). II de- 
coule de 13 . 1 1 r isomorphisme canonique (Sx ®-Bx ®23("i) ^^x"' "^^x (l^x"' ® En lui appliquant le 

foncteur - (m) cela donne : (cOx ®ts("!) 3^ ®Sx ('5^^ SJ^sW ^*)] ^tsI"") L' isomorphisme de 

-^x* X* 

transposition 5 : ax "SJsx ^x"^ ''^^ ®Sx 23^"', qui echange les deux structures de D^^-modules a droite, induit 
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par fonctorialite [(cOx '^'Bx '^x ) ®>is("') ^tsI"') (®x ®/rS("') obtient pai" composition I'isomor- 



phisme de groupes (resp. de 2)^ -modules a droite) 



(cox £*) ®5("0 ^ ^ («x ^) ®5("0 £*■ (3-7.1) 



Remarques 3.8. Soit une Oje-algebre commutative verifiant les hypotheses de 12.11 Le faisceau Sje^Oj-D^^ 
est coherent (voir 14. 11 1. Soient £* un S^^o^ ©^"'-module a gauche, 7 un ®x®Oj, B^'-module a gauche (resp. un 
•B^go;ES*^"'-bimodule). 

De maniere analogue a ll. 221 on verifie que les foncteurs — (8)3^ S^] et ®t,x ~ (resp. — (Sl^ et (E>Sx 
— ) induisent des equivalences quasi-inverses exactes entre la categorie des S3eOo3;23^^#' -modules (resp. coherents, 
resp. plats, resp. localementprojectifs de type fini) a gauche et celle des 'Bx^Ox 25^' "Modules (resp. coherents, resp. 



plats, resp. localement projectifs de type fini) a droite. On obtient alors par extension (comme pour l3.1b I'homomor- 
phisme de 1ix®0r '^'^"''"i^o'l'iles coherents a droite : 



defini pour x G COj, e G £* par (x eg) e) (3 1 ^ x®{\®e). Celui-ci est en fait un isomorphisme puisqu'il Test modulo 
m'+'. On en deduit comme pour |3.7.1| r isomorphisme canonique de groupes (resp. de 'Bx®Ox -'^x"'"'^^'^'^^^^ ^'^^i'-^) ■ 

4 Log-isocristaux surconvergents 

4.1. On garde les notations et hypotheses de l2.1l Nous sommes ainsi dans le contexte de la section IIBer96bl 3.3] en 
prenant (avec ses notations) pour anneau T> Sjf On obtient en particulier la coherence de son complete 

p-adique, note Hx®Ox'^''x* '^^^ theoremes de type A et Z? pour les '£ix® Ox I'y#^-n iodules coherents a 

gauche ou a droite (pour plus de precisions, voir [Ber96bl 3.3]). De meme, il decoule de ||Ber96bl 3.4] la coherence de 

Tix®Ox '^^x* ^^^^^ l'^^ '^^^ theoremes de type A et B pour les 'Bx^Ox ^3f#^Q'™odules coherents a gauche ou a droite. 
Le theoreme suivant correspond a I'analogue logarithmique du theoreme de platitude ilBer96bl 3.5.3] de Berthelot. 



Theoreme 4.2. Soit "Bx une Qx-<^lg^bre verifiant les conditions de \2.]\ pour m+l. L'homomorphisme canonique 
'^x®Ox '^x*Q ~^ ^se^Oi '^^x*^q P^'^^ ^ droite et a gauche. 

Demonstration. La preuve est identique a celle de fBer96F, 3.5.3]. Nous allons toutefois rappeler les points fonda- 
mentaux de la preuve de Berthelot. On se contentera de mettre en exergue les proprietes fondamentales des faisceaux 
utilises (e.g. 'Bx®Ox'^''x* permettent de reprendre les calculs de Berthelot que nous ne referons pas (pour 

ceux-ci, on se reportera a la preuve de | !Ber96bl 3.5.3]). 

On se contente de prouver la platitude a gauche. L assertion est locale. On peut done supposer X affine et muni 
de coordonnees locales logarithmiques fi , . . . ,ff/. On note D^™^ r(X, Hx ®0x son complete p-adique 

et de meme pour m+l. 11 suffit de prouver que I'extension Dq"' ^'q'^'^ est plate. Avec les notations de ll.ll et en 

utilisant par exemple F isomorphisme |23T1 D''"' est un r(X, !B3e)-module libre de base 3^"^*""' avec k G N'', ce qui 
donne aussi une description simple de son complete p-adique (de meme pour m +1). Avec les arguments de la preuve 
de l|Ber96bi 3.5.3] (qui fonctionne toujours grace a l2.3b . on peut en outre supposer Bx sans /^-torsion. 

Pour tout k G N"', pour tout i=l,...,d, posons ki = p'"q[f + r[f = p'"+^ q'j^"^^'^ + r[™+'', avec < r[f < p"\ 

< 4;"+'' < p'"+K Alors, 3^- = ^TT^a^ Ainsi, et D^"'+'^ sont canoniquement inclus dans dJ"^ 

Ik 
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Notons alors D' le sous-groupe de Z)q engendre par D^"'' et En reprenant les calculs de Berthelot, on obtient 

alors que D' est en fait un sous-anneau de Z)q"\ que = D' et Dq"' — D'q. Pour terminer la preuve, il suffit done 

d'etablir que D' est noetherien (car cela implique que D' est plat a droite et a gauche sur D' et done de meme avec 
I'indice Q). 

D'apres l2.3l2l D^™^ est engendre comme r(X,S3e)-algebre par les operateurs d^f oil 1 < / < c/, < y < m, 
ces derniers commutant deux a deux (de meme pour m + 1). On en deduit que D' est engendre en tant que D^'"' -module 

a gauche par les elements de la forme (3# pour q G (cela a un sens via ll.l.ll ). En utilisant fl.Q.ll on verifie 

comme Berthelot que, pour tout r e N, pour tout P G d''"', on a : 

s<r 

On en deduit alors de maniere identique a Berthelot que D' est noetherien. □ 

Theoreme 4.3. Soient T un diviseur de X^, m' >m, r (resp. r'} un multiple de p™^' (resp. p"^ Avec les notations 
de \2.2\ I'homomorphisme canonique 23^ (r,r)® Ot n ~^ ^3E(^''"')®0x^'^!n, pl^^ ^ droite et a gauche. 

Demonstration. Via |4.2| cela se verifie de fa9on identique a la preuve de ||Ber96bl 4.3.5] (dont les etapes cles sont les 
memes que celle de |4.2t . □ 

4.4. Soit T un diviseur de Xq. On definit le faisceau D^#(^r) des « operateurs differentiels de niveau fini sur X* a 
singularites surconvergentes le long de T » en posant 'D'^^^C^T) : — Hm,„!B^(r, )®Oj.'D|^"\ Lorsque le diviseur Z 
est vide, on reti'ouve D^C^r) (voir IIBer96bl 4.2.5.3]). 

Theoreme 4.5. Soit T un diviseur de Xq. Le faisceau 'D^# CT)q est coherent. On beneficie de theoremes de type A et 
B pour les {}T)(Q-modules coherents a droite ou a gauche. 

Demonstration. Par IIBer96bl 3.6], cela decoule de l43] □ 
Remarques 4.6. Par contre, on ignore si (et a fortiori ©^^(^r)) est coherent. 

Theoreme 4.7. Soient T un diviseur de Xq, il* I 'ouvert de X* complementaire de T, j : il* C X* Z 'inclusion canonique. 
L'homomorphisme 2)^#(^r)Q — s- 7*25 ^# ^ est fidelement plat a droite et a gauche. 

Demonstration. II s'agit de reprendre la preuve de BBerOOl 4.3.10.2]. □ 

De maniere analogue a l|Ber96bl 4.3.1 1 et 4.3. 12], on deduit de l4.7l la proposition ci-apres. 

Proposition 4.8. Avec les notations 14. 71 pour qu'un T)^^^{'' T)Q-module coherent soit nul, il faut et il suffit que sa 
restriction a il* soit nulle. 

Par commodite, on s'interessera dans un premier temps au cas des log isocristaux convergents puis dans un second 
temps a celui des log isocristaux surconvergents. Via I'equivalence de categories de Berthelot ( [Beri ou [Car06bl 
2.2.12] pour la version publiee), la definition suivante correspond a celle de Kedlaya dans BKedal 6.3.1] (d'apres 
OKedal 6.4.1], cette notion est equivalente a celle de A. Shiho). Avec le theoreme 14. 151 nous retrouvons la description 
classique des log-isocristaux convergents en terme de log-B-module arithmetique. 

Definition 4.9. Soit £ un Q-module coherent qui soit localement projectif et de type fini sur 0^ q. On dit que £ est 

un log-isocristal convergent sur X* si la structure de D Q-module de £|y se prolonge en une structure de ^-module 
coherent. 
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Remarques 4.10. Si on voulait calquer BKedal 6.4.1], on aurait du remplacer « la structure de By q -module de £|y se 
prolonge en une structure de ^-module coherent » par la condition apparemment (voir les theoremes qui suivent) 
plus forte « la structure de Ojc(^Z)Q ®o^f^ Dje.Q-module de 0^e(^Z)Q ®03;q £ se prolonge en une structure de 
(^Z)Q-module coherent ». 

Lemme 4.11. On suppose X* ajfine et muni de coordonnees logarithmiques locales fj, . . . ,f^/ G M[Z). On pose alors 

^ := =*-^i — . Soit £ un log-isocristal convergent sur X* Pour pour toute section e G r(X, £), tout < r| < 1, 

on a 

\\^e\\T\\^\ ^Opour\k\^^. (4.11.1) 
Demonstration. Via la formule IIMon02l Lemme 2.3.3.(c)], cela est une reecriture de BKedal 6.3.4]. □ 

Proposition 4.12. Soient £ un log-isocristal convergent sur X* et m G N wn entier II existe alors un D^J -module £, 
coherent sur Ox un isomorphisme D^J ^-lineaire £q — > £. 

Demonstration. Supposons X* muni de coordonnees locales logarithmiques fi, . . . Avec les notations ll.il il suffit 
de reprendre les calculs de lapreuve de |,Ber90l 3.1.2] (ou |.Ber96b. 4.4.7]) en rempla9ant l|Ber90l 3.0.1.1] par l4.11l T- 
par x| et 8- (resp. 3|). □ 

Proposition 4.13. Soit £ un D^^J -module, coherent en tant que Ox-module. 

1. Si X est affine alors £ est globalement de presentation finie sur D^^J . 

2. Le faisceau £ est coherent sur D^^J . 

3. L'homomorphisme canonique 

X* 

est un isomorphisme. 

Demonstration. On verifie[T]en reprenant la preuve de ||Ber90l 3.1.3.(i)]. Cela implique aussit6t|2] Traitons a present 
|3] Comme £ est un Ox-module coherent, il est canoniquement isomorphe a son complete /7-adique. Or, comme £ est 
un -module coherent (d'apres ce que Ton vient de prouver), son complete p-adique est canoniquement isomorphe 
3lT>^^J ig) (,„) £. D'oil le resultat. □ 

X* 

De maniere analogue a OBer90l 3. 1 .4], il decoule de l4.12l et de l4. 131 1a proposition suivante. 

Proposition 4.14. Soient £ un log-isocristal convergent sur X* et m G N Mn entier 
Les homomorphismes 



^^^kQ®^.*Q^ ^4.14.1) 



sont des isomorphismes. 



Theoreme 4.15. Soit £ un T>x# ^-module coherent localement projectif et de type fini sur Ox,q- Le faisceau £ est un 
log-isocristal convergent sur X* si et seulement si sa structure de Dx* iQ-module se prolonge ( de fagon unique) en une 



structure de ^-module coherent. 



Demonstration. Comme 'Dt,#„|y — > D\, la condition est suffisante. La reciproque decoule de I4.14.l1 et de la 



Traitons a present le cas des log isocristaux surconvergents. Dans la suite de cette section, T sera un diviseur de 



coherence de dIj, _ . □ 
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Definition 4.16. Un log isocristal (ou simplement isocristal) sur X* surconvergent le long de T est un 03e(^r)Q ^ 

T)^tt Q-module coherent £, localement projectif et de type fini sur Ox(^r)Q et tel que £|y soit un (^rn}')Q-module 
coherent, i.e., £|y est associe a un isocristal sur Yq\T surconvergent le long de Yq n T . 

4.17. Soit £ un isocristal sur X* surconvergent le long de T. Notons £^ :— 'KomQ^^Tj,s^^[£,,Gx(^T)q). Comme la 
categorie des isocristaux sur Yq\T surconvergent le long de Fo H T est stable par dualite, on en deduit que £^ est un 
isocristal sur X* surconvergent le long de T. De meme, la categorie des isocristaux sur X* surconvergent le long de T 
est stable par le bifoncteur — ®Ox(^t)q ~- 

Lenune 4.18. On suppose X* affine, muni de coordonnees logarithmiques locales fi, . . . ,frf G M{Z) et qu'il existe 
un relevement f G Ox d'une equation locale de T dans X. Soit £ un log-isocristal sur X* surconvergent le long 
de T. Notons Xk I'espace analytique rigide de X au sens de Raynaud, sp .• Xk X le morphisme de specialisation, 
Ux'-= {x & Xk I \ f{x) I >X}etE:= sp* (£). Pour pour tout < r| < 1, i7 existe < A-^ < 1 feZ que, pour tout A-^ < A- < 1 
et toute section e 6 T{Ux,E), on ait 

\\^e\\\\\!^\ -^Qpour\k\-foo. (4.18.1) 

Demonstration. Par hypothese, E\^k est un isocristal sur Yq\T surconvergent le long de Iq H T, i.e.. l4.18.Tl est vrai 
sans dieses en rempla9ant Ux par Ux H ^k- On procede alors de maniere analogue a IIKedal 6.3.4]. □ 

Tlieoreme 4.19. Soit £ un log-isocristal sur X* surconvergent le long de T. Alors £ est un 'I)^^^{^T)Q-module cohe- 
rent. 

Demonstration. Via la formule l4.18.1l il s'agit de reprendre la preuve de ||Ber96bl 4.4. 12]. □ 

Remarques 4.20. D'apres le theoreme 14.191 un log-isocristal sur X* surconvergent le long de T est un 2)^#(^r)Q- 
module coherent, localement projectif et de type fini sur OxCT)q. 

Proposition 4.21. Posons'D^§('T)Q :— OxCt)q^o^ ^^D^tt q. L' homomorphisme canonique £ — > '^^#(^^)Q®D^#(tr)Q 
£ est un isomorphisme. 

Demonstration. En reprenant les arguments de la preuve de l|Ber90l 3.1.3.(i)] (en effet, 0_^(^r)Q est a section noe- 
therienne sur les ouverts affines et on dispose de theoremes de type A et B pour les x 7" )q -modules coherents), 
on verifie que £ est 'D3^#(^r)Q-coherent. Ainsi, £ 'D^#(^r)Q ®^ #{^t)q ^ ™ homomorphisme de ©^^(^r)^^- 
modules coherents. Par |4.14[ cet homomorphisme est un isomorphisme en dehors de T. On conclut ensuite via |4.8l □ 

Theoreme 4.22. Soit £ un log-isocristal sur X* surconvergent le long de T. Le morphisme canonique 

no £ - I^U'Th ^(t,)^ £ (4.22.1) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. Par 14. 81 il suffit de le verifier lorsque T est vide. II resulte de |2.20| que le morphisme canonique 

2^3e,Q Q £ ^ '^XM £ (4-22.2) 

est un isomorphisme. Puisque les extensions Dje.Q ^ q, Dj^* q ^ sont plates, il en resulte que le morphisme 

canonique 

I^^Q ^ (2^!t*,Q ^^x* ^i.Q , (^!e*.Q Q (4.22.3) 
est un isomorphisme. On conclut via I'isomorphisme de droite de |4.14.l1 □ 
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5 Sur rholonomie des log isocristaux surconvergents 

Notations 5.1. On definit des D^'^' -modules a gauche en posant : 

Ox(Z) :=Momo;,(cOx,CO;f#),Ox(-Z) := J{omo;,(co* ,C0x). (5.1.1) 

En tant que Ox-module, le faisceau Ox(Z) correspond a F Ox-module localement engendre par les inverses d'une 
equation locale de Z dans X, ce qui justifie la notation. On aurait aussi pu remarquer Ox(Z) est un sous-D^^-module 
a gauche de j^Oy- Via BBerOOl 1.1.73], on calcule que ces deux structures de ©^"'-module sur Ox(Z) sont identiques. 

Pour tout entier n £ N, on en deduit des D^"* -modules a gauche en posant : Ox(nZ) := Ox(Z)®" et Ox(-nZ) : = 
Ox(— Z)^", oil ®n signifie que Ton tensorise «-fois en tant que Ox-module. En evaluant deux fois, on obtient (voir 
[TTtI i I'isomorphisme -Uneaire : CO;^* Ox(-Z) ®0x Ox(Z) ^ CO;^*. D'ou : Ox(-Z) ®0k Ox(Z) ^ Ox. 
Pour tous n,n' E Z, les isomorphismes canoniques Ox (nZ) (xSg^ Ox (n'Z) Ox ((« + n'jZ) sont done D^^-'-lineaires. 

Si £ (resp. M) est un D^^' -module a gauche (resp. a droite) et n G Z, on definit un X'j^'^'' -module a gauche (resp. a 
droite) en posant £(«Z) := Ox(mZ) 0Ox ^ (resp. M(mZ) := M Ox(nZ)). 

D'apres ri.26l on dispose de I'isomorphe de Dj^"'-bimodules dit de transposition Yox(z) • "^x* '^'^^ ^x{nZ) — > 
Ox(mZ) Par |1.23.ri on verifie alors la formule 



h<k ^ ' 

Avec ||Ber96bl 2.2.4.(iv)], il enresulte que le compose 2)^"' Ox{nZ) Ox(nZ) D^™' C ADy"-* est egal a 

I'inclusion canonique D^^J ®o-^ Ox(nZ) C j'^Dy™''. On notera alors sans ambiguite D^'(nZ) pour d'^^J (g)Oj, Ox(nZ) 
ou Ox(nZ) On remarque que ni Ox(nZ) ni D^'j'(nZ) sont des faisceaux d'anneaux. P ar il. 191 on beneficie 

de I'isomorphisme canonique : £(«Z) 1)'f'J{nZ) ® (,„) £ et M(«Z) („,) 1)'f'J{nZ). 11 en decoule les 

isomorphismes : 

M(nZ)®^(„o£^M(8)^HD^"'(«Z)®^(,„)£^ M0^(,„)£(«Z). (5.1.2) 

X* X* X* X* 

Lemme 5.2. Soient £ un 1)^^^ -module a gauche et M un d'"^^ -module d droite. On dispose des isomorphismes 
canoniques D^^l^ -lineaires suivants : 

ev : cox ®0x Ox(Z) ^ (Hx*, ev : (O;^* ®0x Ox(-Z) ^ cox, (5.2.1) 
ev(8)Id : cox <X)Ox £(Z) ^ Ox* "^Ox • CO;^* £(-Z) ^ cox ®0x (5.2.2) 

£(-Z)^ (cox®0x£)«'0x«x*, £(Z)^ (cO;f#®Ox£)«'Ox«x^ (5-2.3) 



M(Z) ^ &x*®Ox (^«iOx«x')' 3V[(-Z) ^ cox'X'Ox (3Vt®0;f« #)■ (5.2.4) 



Demonstration. La D^#'-linearite de |5.2.1| decoule de ll. 171 Par i 1.151 il en derive |S!Z2| Via |1.21| il en resulte les autres 
isomorphismes de D^^-modules. □ 

Notations 5.3. On designe par T)^# Fun des faisceaux d'anneaux 'D^jj, Dj^tQ, 23^/, I'jjs q, De meme en 

enlevant les dieses. 

5.4. On dispose pour tout entier n de I'isomorphisme canonique 'D3j#-bimodules dit de transposition : D^* 

Ox{nZ) Ox{nZ) ®0x "^x*- effet, on le sait deja lorsque 2)^# — 23^]. Les autres cas s'en deduisent par 
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tensorisation par Q sur Z, completion p-adique et passage a la limite inductive sur le niveau. Soient £ (resp. M) un 
I)^#-module a gauche (resp. a droite). Avec les notations analogues a 15. II en reprenant la construction de 15.1.21 on 
obtient I'isomorphisme canonique fonctoriel £ et M : 

M(«Z)®^ E^M®^, £(«Z). (5.4.1) 

De meme, le lemme 15721 s ' etend naturellement en rempla9ant « D^'^' » par « D^tt ». Les references relatives a 15. 21 
pourront abusive ment concerner ces extensions. 

5.5. Par l2.11l on verifie avec les arguments habituels (e.g. BBerOOl 4.4.3]) que I^^i, 2)^] et D^tt q sont de dimension 
homologique finie. De plus, en reprenant le debut de la preuve de BBerOOl 4.4.4] et en y rempla9ant IBerOOl 4.4.3] 
par ||Mon02| 5.3.1], on verifie que si X est affine alors I'anneau r{X,D^^J) est de dimension homologique finie. II en 
resulte que r(X, 23 ^#q) et r(X, sont de dimension homologique finie lorsque X est affine (car un r(X, ^j)- 

module coherent provient par extension d'un r(X, 2) -module coherent qui lui provient d'un r(X, D^^' )-module 
coherent, de plus ces extensions sont plates). Via les theoremes de type A, il en resulte que les faisceaux , 'D|^'qj 
'^'x* Q '^^ dimension homologique finie. Comme T)^# est en outre coherent, on obtient ainsi D^^i^C'^x*) = 

Lorsque / > 1, comme Sj n'est pas regulier, les faisceaux 'D^#' ne sont pas de dimension homologique finie. 

J'ignore ce qu'il en est lorsque ;« ^ de et, lorsque Z et T sont non vides, de 2)^^(^r)Q (lorsque Z est vide, 
c'est bien le cas d'apres |NH|). 

Definition 5.6. Soient £ e ^'cohC'"^ ?*)' ^ ^coh('^;e*'')- definit les duaux Tl^tt-lineaires de £ et de M en posant 

D3.#(£) = R:Kom^^^ (£, Bj^*) ^o^- 03^l[dx], (5.6.1) 
B^4M) = (S)^*®0x'^^om^ i^,'^x*)[dx]- (5.6.2) 

Par l5.5l ces foncteurs duaux stabilisent done D^^^^{* D . De plus, on verifie comme Virrion (voir IVirOOl ) I'iso- 
morphisme de biduaUte D^,* oD2,.#(£) — > £ (de meme pour M). Nous verrons cependant que I'isomorphisme de 
dualite relative est mise en defaut pour le morphisme canonique X* ^ X (voir l5.15T l. 

5.7. II resulte des equivalences de categories ll.21l que. pour tous £ G D{^1)^tt), M G D^{T>^#''), on a 

KJfom^^^ (C03;#(g)o,; £,M) ^ R2{om^^J£,M(8)o,. W^l), (5.7.1) 
R3iom^^^(M®o.^ «^#,£) ^ R^om^^^{M,(S)^*®Ox £)• (5-7.2) 

D'oil : D^tt{(x)^# (^ox ^) ^ ^x* ®0x ^x*i^) ^x*i'^®Ox ^x*^ ^ ^^x*i^) '^Ox K>^#- On dispose de meme 
des isomorphismes l577Tn et l5.7.2l oii « cOj^* » est remplace par « (£)x »■ 

Notations 5.8. On note m : X* ^ X le morphisme canonique et D^^^tt := Dx ®0x ^xC^) vu comme {Dx,1)x*)' 

bimodule. Par 15.2.41 "^x^x* canoniquement isomorphe a co^^* {'Dx ®0x ^x i' 1*^^ justifie la notation. 
On pourrait aussi designer par 25^#^j := T)x vu comme (D^*, 'D^)-bimodule, mais cela ne sert qu'a alourdir les 
notations. 

Definition 5.9. Pour tous £ G £'coh(*-^x*)' ^ ^coh(-^3t*'')' ^'^ definit respectivement Vintage directe par m de £ et 
M en posant ; 

4(£):=D3e^3C#®t u%{M):^M®\ Dx- (5.9.1) 

x^ 

Si aucune confusion n'est a craindre, on ecrira u+ pour u\_ ou m'|_. 
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Lemme 5.10. Soient £, £ D (^Tl^tt), £ D {'D^tt''). On dispose d'un isomorphisme canonique : 

Demonstration. Avec |1.2n on verifie que Ton est bien dans le contexte de BVirOOl 1.2.2]. □ 
Proposition 5.11. Pour tous £ e ^coh(^'^3E*)' ^ ^coh(-^3e*'')' beneficie des isomorphismes canoniques : 

m'J_(M) (X)Ox <j^^' — «+(^®0x ®^#): co^e 0ox «+(£) — ^ «+(<j^.E# "^Ox £)• (5.11.1) 

Deplus, 4(£) e ^hC^^e*) 4(M) e D\^^{T)^,"). 

Demonstration. On construit I'isomorphisme de gauche de |5.11.l] comme suit : 
^ ^* 15.2.41 



les symboles « g » et « d » signifiant respectivement que pour calculer le produit tensoriel on choisit la structure 
gauche et droite de D^-module a gauche de "Dx ®0x ■ On en deduit par passage de gauche a droite (i.e., via 
les equivalences de categories de ll.21l l I'isomorphisme de droite de l5.11.l] Concernant la derniere assertion, il s'agit 
d'etablir la preservation de la perfection (voir l5.5l l. Le cas des modules a droite est immediat. Comme les structures 
tordues preservent I'exactitude et la projectivite locale de type fini (cela decoule de ll.22l i. elles preservent aussi les 
complexes parfaits. Le cas a gauche resulte alors de l5.11.l] □ 

Definition 5.12. Grace a 15. Ill pour tout S G £'coh(*-^3e*)' image directe extraordinaire par m de S est definie en 
posant : 

M!(g) := OM+ oD^#(g) G £>cohC5x#)- (5.12.1) 
Pour preciser qu'il s'agit de module a gauche ou a droite, on ecrira uf ou uf pour mi. 

Proposition 5.13. Pour tous £ G ^coh(^-^;E*)' ^ ^ ^coh(-^;t"*'')' beneficie des isomorphismes canoniques : 

Mf(M(8)03; co^#) Mf(M)(X)03. co^f', co^(X)Ox «f(£) — ^ «f(«;e#®03: £)■ (5.13.1) 

Demonstration. Cela provient par composition de |5.7| et |5.1 II □ 
Proposition 5.14. Pour tous £ G ^coh(^'^3E*)' ^ ^tohC^x*')' dispose des isomorphismes canoniques : 

m{£)^^x®\ £, (5.14.1) 
(03;(-Z)®Ox5x)- (5.14.2) 

Demonstration. Par definition, 

DxoM+(£)^MJ{omj, ((D;e®OxO^(Z))®f, 2-,^x®0xiiix)[d]. (5.14.3) 

X ' x^ 

En notant 5 I'isomorphisme de transposition "Dx (Eioj ~^ 'i'x '^Ox (voir MBerOOl 1.3]), on obtient les iso- 
morphismes de ('Dx, ■ 

T)x (^ox Ox{Z)^^<£>x* ®0a; i^x (^Ox «3e') ^ i^x* '^Ox ^x) (^Ox (5.14.4) 
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le symbole « d » signifiant que pour calculer le produit tensoriel on choisit la structure droite de -module a gauche 



de "Dx <8ox ^r^- Avec |5.143] et la version sans diese de 15.7.21 on en deduit le premier isomorphisme : 



^^i)x®\ %*(£)■ 

D'oii lS.lCTI par bidualite. Afin d'etablir fS. 14.21 on peut supposer M = a)^# £. On obtient : 

M!(M), ^ ,(03e^0x "!(£), ^ X(i^x®Ox^x)®\ {(Six®Ox^x)®\ £ (5.14.5) 

15.13.11 15.14.11 5 -^x# 

-^{&x*®Ox^)®\ {['^x®0x^x)®0x^x*)r^^®\ {Gx{~Z)®o^Vx). (5.14.6) 
15.101 X* * 15.2.31 x# 

□ 

Remarques 5.15. La proposition 15 . 1 41 illustre le fait que F isomorphisme de dualite relative est inexact pour un mor- 
phisme de log-V-schemas formels hsses dont le morphisme induit (en oubliant les monoides) de V-schemas formels 
lisses est propre. 

Lemme 5.16. Soient £ G ^'cohC^-^x*) ^ G ^coh(-^x*'')- dispose des isomorphismes canoniques : 

m+(M)®5^D;-,q^ m+(M®25_^^d!^,_q), (5.16.1) 
'^'xM^^x "+(^) ^ "+(^!e*,Q®i)^, £)• (5-16.2) 
De meme en remplagant V image directe par Vintage directe extraordinaire. 

Demonstration. Comme le foncteur dual commute a I'extension des scalaires (voir par example BVirOOl ). il suffit de 
trailer le cas de I'image directe. Uisomorphisme l5.16.1l est immediat tandis que l5. 16.21 se construit comme suit : 

®i>x "+(^) = ^^.Q ®i>x ((^^ ^^^^^^ ®%x* ^ ^ 

^ (2)^,0 ®ox ^x{i)) 0l;t i^t# n®\ £ = o ®i, . £)• 



□ 



Proposition 5.17. On dispose, pour tous £ G £'coh( '^3t*)' de I 'isomorphisme canonique : 

M+(£) ^ M!(£(Z)). (5.17.1) 

Demonstration. D'apres Ber96bl 3.6.2.(ii)] (resp. 0Ber96bl 3.4.5]), un Q-module coherent (resp. fi^^^^-module 

coherent) provient par extension d'un ^-module coherent (resp. ©^"'-module coherent). Par 15.161 il suffit alors 

de traiter le cas oil 2) = ©(0) ou celui oil D = La preuve du second cas etant la meme (on remplace 13.7. 1 I par 
13.8.1b . contentons-nous d'etudier le premier Avec 15. 1 m et l5. 13711 il suffit de traiter le cas a gauche (i.e. * = g). Soient 
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y une resolution de par des D^^-bimodules plats et une resolution de £ par des D^]-modules a gauche plats. 
On dispose alors des isomorphismes : 

(co^ £) ®So) "^f ^ («3e ®0x «'^(o) ^ («3e <»0x 5')®^(o) 3^* 
(co^ ®0x 25x')®23(0) ^ m ®0x (2)^°' (0) T*) ^ co;e ^-o^ i^x^ ®^(o) £)• 

X* X* X# 

Ainsi, M+(ft)3e ®0j; £) (^x (Sox «!(£)• En lui appliquant — 0o^. tt)^\ il enresulte, via l5.2ll5. 11.11 1'isomorphisme : 
M+(£(— Z)) — u\{£.). 

□ 

Notations 5.18. Soit T un diviseur de Xq. De maniere analogue a 15.61 on definit le dual 2)3f#(^r)(g)-lineaire (resp. 
D^#(^r)Q-lineaire) des complexes parfaits de D3£#('''r)Q-modules (resp. D^#(^r)Q-modules) que Ton notera 
(resp. J, ou si aucune confusion n'est a craindre j). 

Remarquons que comme on ne salt pas si CT)q est de dimension homologique finie, pour utiliser les isomor- 
phismes standards concernant les faisceaux d'homomorphismes, il faut manipuler les complexes parfaits a la place des 
complexes a cohomologie bornee et coherente. Par exemple, pour obtenir risomorphisme |57l4.1| nous avons utilise la 
perfection de E.La proposition suivante donne un exemple de tels complexes. 

Proposition 5.19. Soient T un diviseur de Xq, £ un log isocristal sur X* surconvergent le long de T. Alors £ £ 

z)parfCB^#Cr)Q), £ eDprfrD!^,(^r)Q). 

Demonstration. Nous avons vu au cours de la preuve de l4.21l que £ est D3j#(^r)Q-coherent. D'apres l|Ber96bl 3.6.2], 
il existe un entier mo suffisamment grand tel que £ provienne par extension d'un 'B^""' Q-module coherent 

£("'0) La proposition etant locale, on peut supposer £("'o) muni d'une bonne filtration. D'apres l2.15l et |2rT9l pour s as- 
sez grand, la premiere suite de Spencer 5/7* ) (£('""') est exacte. Comme I'extension 23 D^tt q 

D3f#(^r)Q est plate, il enresulte que la suite I'3f#(^r)Q(8'~(,„„) Sp' , , (£('"")) est exacte. Comme 

£ est localement projectif de type fini sur OxCT)q, on remarque que cette suite donne une resolution finie de 
£ par des D3f#(^r)Q-modules localement projectif de type fini. Done, £ e Dparf(*'D^#(^r)Q). Puisque I'extension 
'^x*Ct)q ^ Ti'^XT)q est plate, avec lOTI on en deduit que £ e Dp^{'V'^,Ct)q). □ 

Definition 5.20. Soit T un diviseur deXo. En s'inspirantde j VirOOl III. 4. 2], si £ est un 'D^#(^r)Q-module a gauche co- 
herent, on diraque £ est « X)^.^(^r)Q-holonome » si, pour tout / 7^ 0, JC'(Djg# j-(£)) = 0. De meme pour les 'I)^#(^r)Q- 
modules a droite coherents. 

Lorsque la log-structure est triviale, T est vide et £ est muni d'une structure de Frobenius, nous retrouvons la 
notion d'holonomie de Berthelot (d'apres BVirOOl III.4.2]). 

Lenune 5.21. Soit T un diviseur de Xq. On designe par D^* I'un des faisceaux d'anneaux '^^^l, "^^^l (resp. q, 
^?4' ^l*,Q' '"'P- ^x*Ct)q' ^l*CT)fi). Notons co^.*(tr) (Oj,» ®0x ^xCn 

1. Le morphisme canonique C0^# (8)03- I'je* ^ ^x* ( ''^^P- ^x* '^x* ^ ®3E*,Q' ''^^P- ^x* ^Ox "^x* ^ ®x* ( ' ^)q^ 
induit un quasi-isomorphisme (g)o^ — > C0^# (resp. Q.*^# <S)Ox '^x*i'^] — ^ ^x* Q' ''^^P- ®0x 
V^4d] ^ C03e#(^r)Qj. 

2. En considerant Ox (resp. Ox.Q> resp. OxCT)(q) muni de sa structure canonique de T) -module, on dispose 
de 1'isomorphisme canonique : O^#{0x) — '' Oje (resp. ID'^#(03e.Q) — > Oje.q, resp. Ji-^# j{Ox{'T)q) — > 
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Demonstration. Traitons d'abord le cas non-respectif. De maniere analogue a BBerOOl 4.1.1], on obtient un quasi- 
isomorphisme : fi!^# <E)o^ D^][c/] ^x*- appliquant le foncteur exact — <E)^{0) 23 ^.#, on en deduit ([TJ via 



risomorphismecanoniqueco^*® (0) — > (M^#. 
II decoule de |2.15| que le complexe de Spencer 



^ Vf, A%# ^ • • • A BfJ"] a'T^# ^ 2)^°] -^0x^0 (5.21.1) 
est exacte. En lui appliquant le foncteur exact (8) (o) — , on obtient la suite exacte : 

^ I)3e# A''T3e# ^---^^x* ®0x ^^'^x* ^ ^'jc* O^e ^ 0. (5.21.2) 

Cela implique : MJCoot^^ (O^t, 2)^) [t/] — > ®o D^^* [t/] On conclut par passage de gauche a droite. 

Abordons a present les autres cas. On deduit des isomorphismes (0^# ®^(m) — > ©x* pour m variable le 

suivant co^^* (S) (o) 23^'* q "^x* Q- meme pour les autres anneaux. On traite alors les autres cas de meme que le 

X* 

premier □ 

Theoreme 5.22. Solent T un diviseur de Xq, £ un log isocristal sur X* surconvergent le long de T. 

Avec les notations de \4.17\ on dispose de I'isomorphisme D ■^#{^ T)(^-lineaire : £^ > Djg# 7'(£). II en resulte 

V isomorphisme D^^^f('' T)Q-lineaire : £^ — > D^^j j-i^)- 

Le faisceau £ est T)(^-holonome (voir la definition \5 .20h 

Demonstration. Avec 15.21121 on etablit le premier isomorphisme de maniere analogue a 0CarO5al 2.2.1]. Or, £^ est 
toujours un log isocristal sur X* surconvergent le long de T . Comme le foncteur dual commute a F extension des 
scalaires (voir par example IVirOOl ). I'isomorphisme canonique T)'^^{JT)q 0^, ^(■1-7')^ £ et celui ou £ est remplace par 
£^ (14.21b nous permettent de conclure. □ 

Definition 5.23. Soient T un diviseur de et ? G Dparf (*2)^#(^r)Q). On definit de maniere analogue a |5.9.1| rimage 

directe (a singularites surconvergentes le long de r) de Jpar M en posant Mr + (5') := DI. ■r#(}T)o®^ i J,o\x 

x^x ^^#(^)q 

^3e^3e*(^^)Q ']^\{^T)^®Ox Gx{Z) vu comme (Djj(+r)Q,2)!^,(+r)Q)-bimodule. 

On definit 1' image directe extraordinaire (a singularites surconvergentes le long de T) de "J par u en posant 
Uf \{3^) :— Dje.r °M7'.+ oID'^# ri-^)- Lorsque le diviseur T est vide, on omet de I'indiquer dans les operations coho- 
mologiques. 

Lemme 5.24. Soient T un diviseur de Xq et J e Dparf('^I'^#('''r)Q). Alors, ut,+ {3^) E Dparf{'^'^xCT)Q), UT,'.{'f) e 
D^^ii'VlCT)^). 

Demonstration. Comme la perfection est stable par dualite, il suffit de traiter le cas de F image directe. De maniere 
analogue a l5.1 II on etablit I'isomorphisme canonique : 



1 



On deduit de ll.21l que le foncteur — (resp. — '^3e') preserve la 2)^(j(^r)Q-perfection (resp. D^(^r)Q- 

perfection). D'oil uj.+ iJ) G Dp^f{T)]^C'T)q). □ 

Le theoreme qui suit signifie que I'holonomie d'un log-isocristal surconvergent est preservee par image directe et 
image directe extraordinaire par u. 

Tlieoreme 5.25. Soient T un diviseur de Xq, £ un log isocristal sur X* surconvergent le long de T. 
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1. Pour tout I ^ 0, 



J{'(m7-,+ (£)) =0, 3^'(m7-,!(£)) =0. 



(5.25.1) 



2. On dispose des isomorphismes ut.+ {V) — > M7-.!(£(Z)) — > D^(^r)Q ^^^t £(Z). 

3. Les faisceaux ut.+ {£-) et ut.\{£) sont D^^CT)Q>-holonomes ( voir \5.2^ . 

Demonstration. Par |4.8| et |5.24| pour e tab lir 15725. II il suffit de traiter le cas ou T est vide. Pour eviter les confusions, 
notons 9 le faisceau £ vu comme D^a Q-module a gauche. Par |5.14.T| et |2.20| pour tout / ^ 0, !K'(m! (9)) = 0. II en 
resulte via l5.17l que. pour tout I ^Q, J{'(m+(9)) = 0. On conclut alors la premiere assertion grace a l4.14l et [5.16l 

Comme £ G Dparf(*D^#(^r)Q) (voir I5.19] l. en reprenant la preuve de 15.141 on obtient I'isomorphisme : Hxj ° 
ut.+ {E) — ^ D^(^r)Q (g)'^ f Djf# 7'(£). Comme celui-ci est encore valable pour j.(£) a la place de £ et que 

J, oD^# j,(£) — > £, il en decoule : Mr i(£) — > 1)L(''T)q^^ ^ £ (et done pour £(Z) a la place de £). D'od 

le deuxieme isomorphisme de|2lvia |5.25.1| Le premier s'etablit de maniere analogue a celle de |5.17| 

Passons a la derniere assertion. 11 decoule de |5.25. ll et du theoreme |5.22l que. pour tout entier / ^0, 3-C'(m7 !D^#(£)) = 
0. Comme out,+ {^) — > uj,] oDjf#(£), il en resulte que ut,+ {£) est I)^-(^r)Q-holonome. L'holonomie se pre- 
servant par dualite (voir LVirOOJ lorsque T est vide mais le cas general s'en deduit grace a MBer96bl 4.3.12.(ii)]), il en 
derive celle de m j-. i ( £ ) . □ 



6 Comparaison entre complexes de de Rham non logarithmique et logarith- 
mique 

Notations 6. 1. Soient T un diviseur de Xq, H* I'ouvert de X* complementaire de T, £ un log isocristal sur X* surcon- 
vergent le long de T. Dans cette section, Z designe Zq et / le morphisme structural X ^ S. 

Lemme 6.2. Soient M G D^('D^(,(^r)Q''), ? G {^'D^^^('T)q). On dispose de I'isomorphisme canonique 

M0^.^^^.^^^^(O3e.Q(Z)®o,e,Q5') ^ i^^o^^^^Oxd^)) ^%y,^^^3^. (6.2.1) 

Demonstration. De maniere analogue a l5.4l on dispose de I'isomorphisme de transposition D^#(^r)Q(X)o^ ^ 0^,q(Z) - 

Oje,Q(Z) Q ^^#(^^)q- En resolvant Met 3^ platement, on construit 1 ' isomorphisme 1672. 1 1 comme celui de l5.4.1l 

□ 

Theoreme 6.3. On beneficie de I'isomorphisme canonique dans D{f^^O$) : 

^x*.q "^Ox.Q ^ — ' ^XM ®03-,Q Mr,+ (£)- 
Demonstration. On dispose des isomorphismes : 

^co.,,(tr)^-,^^,^^^£(Z)[-.]^co.,Q(tr)«-,^,^,^ «.,,(£)[-.] 



I5:2TTT] ' 



i^3e,Q®0a;.Q«r,+ (£)- (6.3.1) 



□ 
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Remarques 6.4. On obtient une seconde preuve de l6.3l via les isomorphismes ci-dessous : 

^ MJ{om^-^(,^j^(B3eT(0^(^r)Q),©^,roMr.!oB3c#r(£)) 
le dernier isomorphisme resultant de I'isomorphisme de bidualite. 

Lemme 6.5. Le morphisme canonique Ox('ZU r)Q 'X'oxC^rjQ ^ ^ ©^(^ZU r)Q (g)^t (tj-j^j £ isomorphisme. 
Ainsi, £(^Z) Dt(^ZU r)Q (8)^ I £, est I'isocristal sur YoDUq surconvergent le long de T UZ associe a E, (via 

['equivalence de categories de Berthelot enoncee dans hCar06b\ 2.2.12]). 

Demonstration. L'isocristal surconvergent sur Yq D Uq surconvergent le long de T UZ associe a £ est isomorphe a 
Ox('^Zur)Q(g)g^^t7')Q £■ Deplus, D^('''Zur)Q(X)^t (^■tT)Q ^ ™ D^('''Zur)Q-module coherent dont la restriction 

sur y nil est isomorphe a £|y nil, qui est Oynu.Q-coherent. D'apres un theoreme de Berthelot (voir MCar06bl 2.2.12]), 
il en resulte que D^C^ZU r)Q (8)^t^ £ est Oa;C''Zur)Q-coherent. Comme 03t('ZU r)Q ^(^^(tr)^ £ ^ ©^('''ZU 

r)Q (gijjt ftj-N £ est un morphisme de 03e(^ZU r)Q-modules coherents qui est un isomorphisme sur ^ nil, il derive 
de l|Ber96bl 4.3. 12] que celui-ci est un isomorphisme. □ 

6.6. De maniere analogue a 15. 4. 11 on dispose de I'isomorphisme canonique 

II en resulte ensuite par extension I'homomorphisme 'D^^{'^T)q ®_t £(2.) ^ ^C^)- Par 15. 25121 ce dernier est 

canoniquement isomorphisme a un homomorphisme de la forme p£ : ut.+ {£-) £(^Z). 

Lorsque Z est vide, on remarque que p£ est I'identite de £. Plus generalement, le theoreme l6.1 ll et le lemme l6T3l 
ci-dessous donnent des exemples de cas oil I'homomorphisme p£ est un isomorphisme. Quoiqu'il existe des contre- 
exemples (voir l6.14] i. nous terminerons par une conjecture a ce sujet. Enon9ons d'abord les consequences immediates 
du fait que pg soit un isomorphisme : 

Proposition 6.7. Si I'homomorphisme p£ .• M7_+(£) — > £(^Z) est un isomorphisme, alors £(^Z) est un dI^(^T)q- 
module holonome et on dispose de I'isomorphisme canonique dans D(/^'Os) 

Avant d'etablir fe.l II nous aurons besoin des trois lemmes suivants. 
Lemme 6.8. Le morphisme canonique Po^[-i-t)q ■' '^t,+ {OxCt)q} OxC^T LIZ)q est un isomorphisme. 

Demonstration. Comme Pox{^t)q ^^t un morphisme de X'^(^r)Q-modules coherents (pour le second terme, voir 
IIBer96 al). par IBer96bl 4.3.12], on se ramene a supposer T vide. L' assertion etant locale, supposons qu'il existe des 
coordonnees locales logarithmiques ti,. . . ,tii telles que Z~V{ti.. .t^) (rappelons que par convention, fj+i, . . . sont 
inversibles). Avec les notations de ll. II on obtient la suite exacte : 

p3t*,Q)'^2)^*,Q^O3c(Z)Q--0, (6.8.1) 

oil ^(P) = P • (1/fi • • • f,) et 1 ,...,Pd)= IJ^i Piditi + lt,+ i 11 resulte alors de la suite exacte ilBer90l 4.3.2.1] 
que Q®D^#^ Ox(Z)q ^ OxOz)q. On conclut grace a l4.14.1l 

□ 
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Lemme 6.9. Soit "Bx une Ox-algebre commutative munie d'une structure de T)^^] -module d gauche compatible a sa 



structure de Ox-clgebre verifiant les conditions \2.1\ On pose comme d'habitude ^^^(Z) — ®0j^ 03e(Z). 

Le faisceau 'Bx'^Ox'^x''^ ~ "^xC^) alors 'Ex'^^o^D^x ^ -coherent. Plus precisement, s'il existe des 

coordonnees locales logarithmiques ti,. . . ,td telles que % — V [ty . . .ts), alors Sje^o^'^^* — * 233e(Z), om 3 est 

V ideal a gauche engendre par '3^ J' , avec / = 1 , . . . , i, j = 1,. . . ,m et par dj , avec i = s + 1, . . . ,d, j = 
l,...,m. 

Demonstration. L' assertion etant locale, supposons qu'il existe des coordonnees locales logarithmiques ti,... ,td telles 
que Z = y(fi ...f.s). Le morphisme canonique 'B^So.^^ ^ 'S>x{Z) definiparP e 'Bx^o-^'D^^J ^ P ■ induit 
risomorphisme ®^(g)o^2)^#''/3 — > 'Bjg(Z). En effet, un element P de 'Bx^Ox'^^x* ^'^^^^^ '^^ maniere unique sous 
la forme Y,k>obkd^\^^ ■ ■ ■ '3# • • •3^'^''^, oil b^^Bx tend vers lorsque \k\ tend vers Tinfini. On calcule que 

P ■ = si et seulement si bo = 0. Enfin, de maniere analogue a 12. 3121 on verifie que cette ideal est engendre par 
les elements decrits ci-dessous. 

□ 



Lemme 6.10. Avec les notations et hypotheses de \6.9\ soient £ un Bx®Ox -^x ff-odule qui soit coherent sur Bx et 

J un Bx'i 
coherent. 



? un Bx^Ox'^x' '^'^'^'^^^ coherent. Le faisceau £ (E)'Bx 3^ alors muni d'une structure de Bx®Qx'^^x' 'f^odule 



Demonstration. On dispose des isomorphismes Bx ®0x '^'^''-lineaires : 

(6.10.1) 

Comme£(8)s3; (Sje^Ox'^lr^) (resp. (23x®Ox^^"') £) est unSje^o^D^'^-module a droite(resp. a gauche) co- 
herent, il est p-adiquement separe et complet. On en deduit par completion I'isomorphisme de Bx^Ox D^^-bimodules 
de transposition : {Bx<^Ox'^x'^)'^'Sx ^ — * £®Sc£ (SjeCEJox l"^"^). Cela implique que £ (g)®^ (!Bx(X)o^D^"'') est un 
23^00,; 23 -module a gauche coherent. Via les theoremes de type A pour les Sx^Oj 'D^"'-modules coherents, on 



en deduit que (£(8)st i'S'x^Or'^x )) ® ~ -(,„) J' est un !B^(g)o Dx, -module coherent. On conclut alors avec 

'Bx'SOx'^X 



16.10.11 ' □ 

Theoreme 6.11. On suppose que £ est en fait un isocristal sur X surconvergent le long de T, i.e., un 2)^ CT)q-module 
coherent OxCt L)Z)q-coherent. 

Le morphisme canonique pg .• ut,+ {£-) — * £(^Z) est alors un isomorphisme. Par \5.25\ I'isocristal £(^Z) sur X 
surconvergent le long de TUZ est done un D^^{^T)Q-module holonome. 

Demonstration. D'apres llBer96bl 4.4.5] (et avec la remarque l|Ber96b ! 4.4.6]), on peut construire une suite croissante 
d'entiers {n,n)mefi avec n„, > m telle qu'il existe un 'B^''^(r)Q-module coherent £'''^ tel que £'"^ : — ®^'"'^(r)Q ®~(„g) 

£'''^ soit muni d'une structure canonique de ®^'"''(r)®o^D^Q-module topologiquement nilpotent induisant I'iso- 
morphisme D^(^r)Q-lineaire : £ — > lim,„£'^™). 

Par ||Ber96bl 4.4.7], il existe un B^"'\t)®o^^''^^ -moAxAt coherent £<"'), S^"'(r)-coherent tel que £^™' ^ 
£('"). Posons : S^""'^(r,Z) := Ox(Z), S^"*(r) ■.^B^^''\t)%o^T)^^\%^^} {T) :=B^^"-\t)%Ox^x» ' 

Comme £("> est s|'"'(r)-coherent, par|6:9]et l6l0l le faisceau (D^"' (T) Z) )«)-(„„,) , E*"^ est muni 
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d'une structure canonique de D^'(r)-module coherent. On obtient alors par extension le morphisme canonique : 



£("')) ^(S^^^ (6.11.1) 



qui verifie l(g){x(E)y) ^ (1 (E)x)(E)y, oil x e 'B^^"'\t,Z), y e De meme que pour 1403] (ou ||Ber96bl 3.1.3]), on 
verifie que %^^'"\t,Z) E^"^ est D*'"'(r)-coherent. Le terme de gauche de 16. 11.1 l est done, comme celui de 

droite, /9-adiquement separe et complet. Or, par l3.6ll6.11.1l est un isomorphisme modulo m'+' pour tout entier / > 0. 
Cela implique que l6.11.Tl est un isomorphisme. D'oii en tensorisant par Q : 



5r(nQ^£H(,)/'"'(z)^(5r(nQ^s5(,)^ (6.11.2) 



Pour terminer la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant. 
Lemme 6.12. L'homomorphisme canonique 

£('")(Z) ^B5'(r)Q0^^o,(^,^£('')(Z) (6.12.1) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. On procede comme pour MBer96bl 4.4. 10] : de maniere analogue a ||Ber96bl 4.4.9], l'homomorphisme 
canonique : 

est un isomorphisme et de meme en rempla9ant « D^"' » par « D^] ». II en resulte 1' isomorphisme : 

On etablit comme dans la preuve de 0Ber96bl 4.4.8] que l'homomorphisme canonique 

£H^S^)(r)go,SS0s.o,(,,g^^5(o,£(°' (6.12.3) 

est un isomorphisme. En tensorisant l6. 12.3l par Q, on conclut avec l6.12"!2l □ 
Revenons a present a la preuve du theoreme. On deduit de l6.12l les isomorphismes suivants : 

hm^r(na^^(;,(,,/^'"'(z)^ii^sr(no^^,o,^ 

(6.12.4) 

De meme, comme 

£(m) ^ %'^^"'\t)q (8)~(„o) et en utiHsant |6?T24l dans le cas oil £ = Qx{'T)(Q, on obtient 

r isomorphisme : 



Urn (©^™'(r)Q®^,,„, si""''(r,Z)Q)®~ („,„) £('") (I)terr)Q®^t ^,^^^Ox{^T)i^{Z))®^^^.r^^E. 

^ ^* ^ ^* (6.12.5) 

II resulte de l6.1 1.2] 16. 12.41 [6.12. Sl l'isomorphisme : 

Or, d'apreslMl I'i(^?')Q ^Ct)q ^xCt)q{Z) ^ UT,+ {^xCTh) ^ OxCt UZ)q. D'ou le resultat. □ 
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Lemme 6.13. Soil ^ £' ^ £ ^ £" ^ une suite exacte de log-isocristaux sur X* surconvergents le long de T. Si 
P£/ et p£« sont des isomorphismes alors p£ I'est aussi. 

Demonstration. Cela resulte du lemme des cinq. □ 

Remarques 6.14. Si on ne fait aucune hypothese sur les exposants, I'homomorphisme p n'est pas toujours un isomor- 
phisme. Voici deux contre-exemples : 

• Lorsque Z est non vide, on verifie que Po3;(1t)q(-z) n'est pas un isomorphisme. En effet, par IIBer96bl 4.3.12], on 
se ramene au cas oil T est vide. Supposons qu'il existe des coordonnees locales logarithmiques ti,...,td telles que Z = 
V{ti . . .fs) (rappelons que par convention, fi+i, . . . ,td sont inversibles). On calcule D^n q/Djj* q(3#,i, . . . ,dff.d) — > 
Oa;.Q. Par l4.14.1i on en deduit : V^.^/'DI. Jt,d, t.id.i) ^ '^xo^r,^ O^e.Q ^ Mr,+ (O^.Q(-Z)). Or, 

X*.Q 

|Ber90| 4.3.2.il 

Lorsque s > 1, on conclut alors en remarquant q{tid\,... ,tddd) q{diti,... ,dsts,ds+i ,3^/)- 

• Lorsque X est propre et T est vide, le fait que p£ soil un isomorphisme implique que la cohomologie rigide de 
risocristal surconvergent £(^Z) serait toujours de dimension finie. II suffit alors de regarderl'isocristal surconvergent 
(qui provient d'un log isocristal convergent) decrit par Berthelot dans la derniere remarque de llBer96bj pour constater 
que ce n'est pas toujours le cas. 

Conjecture 6.15. On suppose que 

- toutes les differences des exposants le long des composantes irreductibles de Z ne sont pas des entiers p-adiques 
de Liouville, 

- tous les exposants le long des composantes irreductibles de Z ne sont pas des entiers ;?-adiques de Liouville et 
ne sont pas strictement positifs. 

Le morphisme pg : Mr,+ (£) £(^Z) est alors un isomorphisme. 
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